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a fizika targya, helye a term.tudomanyok korében, a fizikai
megismeres folyamata €s modszerel, a fizikai mennyiségek jellege,
mértékrendszerek, alapmennyisegek

mechanika

kinematika

dinamika, alapvetd fizikai kolcsonhatasok
munka, energia
merev testek, deformalhato testek
rezgesek, hullamok

hotani alapok

gazok allapotvaltozasai, termodinamika fotételet, ...

elektromossagtan

nf/ugv() ¢s mozgo elektromos toltes, egyen- ¢s valtakozo aram,
ellenallas, kondenzatorok, RLC korok, ...

+ gyakorlati alkalmazasaik



kotelezo irodalom :

1. DezsO Gergely: Fizika (2003, f01skola1 jegyzet)
2. Dezso Gergely: Fizika példatar €s
feladatgylijtemény (2007, foiskolai jegyzet)

ajaniott irodalom :

. Holics L.: Fizika I-11. ,

. Hadhazy T., Szabd T., Szabd A.: A fizika alapjai

. Erlichné, Hadhazy, Hargitainé, Kiss, Nyilas,
Sinkovicsne, Vallner, Iszaly: Természettudomanyi
alapismeretek

kozépiskolas fizika tankonyvek

Oveges konyvek

Tasnadi-Bérces-Skrapits-Litz: Mechanika I-11 +
Hotan
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tantargyfelelos: Dr. Dezso Gergely, Muszaki Alapozo
¢s Gepgyartastechnologia Tanszek

eldadas: heti 1 6ra > 2 hetente 2 ora, Dr. Beszeda .

gyakorlat: heti 2 ora, Dr. Beszeda Imre, Dr. Varga
Klara, Erlichné Dr. Bogdan Katalin,
Tarjan Péter

2 db. ZH: a 44. ¢s 50 naptar1 héten
felév elfogadhatd mindket ZH megirasa esetén
vizsgara bocsatas feltétele: TVSZ 8.§

wRészvétel a foglalkozdsokon
Az eléadasok a képzés szerves részét képezik, igy a Foiskola a hallgatoktol elvarja a részvételt

az eléadasokon.
A gyakorlati foglalkozasokon, osszefiiggo gyakorlatokon a részvétel kotelezo. A félevi hianyzas
megengedheto mérteke a tantargy heti kontakt oraszamdnak haromszorosa.”

0ssz. 100 pont =25+ 25+ 50 (=2 Zh + vizsga)
+ plussz pontok !




vizsgan: minimumkérdések > A ¢s B tétel

Pontszam: 86 - 100 (5) jeles
76 - 85 (4) 10
61 -75 (3) kozepes
51 -60 (2) elegseges

51 pont alatt (1) elegtelen

ha a 2 ZH-n min. 45 pont =2 jeles megajanlasa
40 pont  jO



a fizika helye a termeészet-
tudomanyok korében

clettelen természet vizsgalata

c¢l: a természeti jelensegek tanulmanyozasa,
objektiv torvények megismerése, ezek
ervenyessegl hatarainak vizsgalata, €s
a torvények gyakorlati alkalmazasa

de : kémia, foldtudomany, csillagaszat 1s, valamint
interdiszciplinaris alkalmazasok (pl. kristalyok vizsgalata)



a fizikai megismereés folyamata

/ \

konkrét = altalanos altalanos = konkrét
induktiv deduktiv

|

megfigyelés :+ spontan tapasztalas (alma leesik a farol)

tudatos Kisérletezés — mérés

* a fizikai jelenségek vizsgalata
mesterséges koriilmenyek kozott

» kezdet1 feltételek

» egyszerre csak egy fizikai
mennyiseget valtoztatunk mikozben
egy masik valtozasat regisztraljuk

(ejtegetds kisérleteket végziink)



megfigyelés —= kovetkeztetés :
a Fold vonzza a tobbi testet

modell / elmélet alkotas :>
Newton-fe¢le gravitacios torvény

v

hiPOtéZiS / J'()S!{‘S 3 (fizikai mennyisegek
vajon barmelyik ket test kozotti osszefiiggesek)

vonzza egymast ?

l megfigyelés
Gjabb kisérlet, megfigyelés 7 ™

l hipotézis alk. ‘ kovetkeztetés

\\ elmélet /

1gen




a fizikai mennyiségek jellege

skalar = szam : csak nagysaga van pl. tomeg
vektor = szam + 1rany : nagysag + wrany 1s  pl. ero
de mas jellegli mennyise€g 1s van meg
(pl. mechanikai fesziiltseg)
tenzor
+ mértekegység
a kiilonbozo egysegek nem hasonlithatok 6ssze !!!

muveletek vektorokkal (+, -, skalarral szorzas,

skalaris szorzés, vektori szorzas)

pl. tomeg
pl. homérséklet

0sszeadodo (extenziv)

, A / mennyiségek
kiegyenlitodo (intenziv)



meértékrendszerek, alapmennyiségek
altalaban SI :

alapegységek: hosszusag, meter ‘m]
tomeg, kilogramm [kg]
1dO, masodperc [s]
elektromos arameroOsseg, amper A]
homérseklet, kelvin K]
anyagmennyiseg, mol 'mol |
fényerdsseg, kandela  [cd]

kiegészito egysegek: sikszog, radian [rad]

térszog, szteradian [sr]

szarmaztatott egyséegek:
az alap- ¢s kiegeszito egysegekbol algebrai muveletekkel
pl : sebesség [/ ], erd [ke™/ -], ...



nem Sl-egységrendszerek (pl USA):
inch, coll, hiivelyk, 1ab, meérfold, gallon, Fahrenheit, stb ...

elotétszavak:

exa
peta
tera
giga
mega
kilo
hekto
deka

o5 QAT m

deci
centl

milli
mikro
nano
piko
femto
atto

o o
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pl : gigawatt, megawatt erOmuvek teljesitménye

kilowattora haztartdsok energlafogyasztasa
kilogramm pl, alma, kenyér, stb... tomege
kilométer tavolsag

de pl. a szamitastechnikaban 1 kilo = 2'0=1024 !
hektoliter hordok trtartalma
deciliter kisebb edeények lrtartalma
centiliter meég kisebb Urtartalom
deciméter, cm, mm, nm  tavolsagok
cg, mg, ug kis tomegek

az ezektdl kisebb 1ll. nagyobb egysegek az atomi ¢és meg kisebb
merettartomanyban elofordulo tavolsagok €s energidk jellemzésére
hasznalatos



egyeb, nem SI, de hasznalt mértékegységek:

fok, perc, masodperc (szogméres) n rad = 180°
angstrom (A) =10"1"m
fényév (tavolsag !!!) ~9.46'10'% km
hektar (ha) 100 m < 100 m
liter (0) =1 dm’

mazsa (q) =100 kg

tonna (t) = 1000 kg

Ora, perc, masodperc (1doméres; ¢€s €v, nap, honap, stb...)
km/h 3.6 km/h=1m/s
atmoszfera (atm) = 101325 Pa
bar, mbar =10° Pa
kaloria (cal) =4.1868 ]
kilowattora (kWh) 1 Wh=3600]J
16er6 (LE) ~736 W
celsius fok 0C°=273K

stb ....






MECHANIKA - mozgasok vizsgalata

l \ (= I?elyvéltoztatés)

kinematika dinamika
a mozgas leirasa a szemléld a mozgasfajtak, a
szemszogebol. valtozasok okait vizsgdlja.
nem keres okokat.
, * fomeg,
*palya , tehetetlenségi nyomatek
* elmozdulas, elfordulas * erd, forgatonyomaték
» sebesseg, szogsebesség o lendiilet, perdiilet

e oyorsulds, szoggyorsulas energia

vonatkoztatasi rendszer : koordinatarendszer



koordinatarendszer :

harom, nem egy egyenesen levo ponthoz lehet
Vlszony1tan1

vagy az ezekre 1llesztett tengelyekhez :

X-y-z jobbsodrasu rendszer legyen

pl. egy merev testen kijelolhetjik ezeket a pontokat



foldrajzi hely megadasa:
origo a Fold kp.-ja
z-tengely a Sarkcsillag fel¢ mutat, az yz sik atmegy
a Greenwich angol falu csillagvizsgaldjan

munkadarabon furando6 lyuk helyének megadasa:
a munkadarab ¢le1 a koordinata-tengelyek (tervrajz)

epliletek, stb...

derékszogl koordinatarendszer:

ont helyzete = az yz, zx €s xy siktol mert tavolsagok
Vag?fls az X-, y- €s z-tengelyekre vett merdleges
vetuletek)



2 vagy pedig
polarkoordinatak:

_______________________________________________________

i, 1 9 =polarszog
; © | (= azimutszog

(foldrajzban ez a
hosszusagi fok, a
sz¢lessegi fok pedig
a 3 potszoge)

J
<

X = I'SINJ*COSP
y = 1'SINY-SINQ
Z =1'C0SY




o sok, ehhez képest nem mozgd Gjabb koord.rdsz. 1s
megadhat0 ==  vonatkoztatasi rendszer

nem kell anyaghoz hozzarendelni

pontszerll testek pl. Fsld a Nap koriil, v. vonat BP és NyH koztt. ..
pontrendszerek pl. felrobbané bomba repeszei, tiizijaték, ...
merev testek pl. forgd porgettyl, falhoz tamasztott Iétra, ...

hétkoznapi ¢€letiink soran a vonatkoztatasi rendszer

a Fold
(eltekintiink a forgastol)



kinematika - mozgas jellemzése :

milyen palyan mozog
menny1 ido alatt menny1 utat
tett meg, vagy :

mekkora elmozdulasa van...

1d0, 1dotartam, 1dOpillanat, esemeny
1d0 = két esemény kozotti idotartam

idomeéreés : periodikus folyamatok alapjan (,,0rak’)
pl. csillagok jarasa, homokora forditgatasa, stb...
Galile1 (1583) : ingalengések egyenld idGtartamuak
> elsd Ingaora

(keveésbe pontos orak mar eldtte 1s voltak)



a legrégebbl mechanikai 1doméro szerkezet

1386, Anglia

1
1
‘
F |
/
/
§
]
7
g
7
rf
g

legpontosabb oOra
atomora (Cs) N

1d0 egysege :
masodperc

1s = 9192631,770
Cs-rezgés



tavolsagmérés : a meéter-etalonnal vald dsszehason-
litas alapjan (,,vonalzok™)

vegpontok oOsszeillesztese, 0 jelzeés

ha nem lehet egymas mellé tenni:
leolvasas parhuzamos fénysugarakkal (tlikorskala)

SZem

4




leolvasas pontossaganak novelese : optikal eszkozok
finommechanika (csavarmikrometer), noniusz

méresi pontatlansagok = pl:
{=(3,46+0,07) cm



mozgas jellemzése :

palya

>y

O
/\ vonatkoztatasi rendszer : Descartes-féle jobbsodrasu
X koordinata rendszer



f(x)

f(Xo)

AY = f(X) (pl. a hely az idé fgv.-ben)

AN

m = tgo =

f(x)—1(xy)
X — X,

\

> X

Xo \ X

differenciahdanyados



AY = f(X) (pl. a hely az idé fgv.-ben)

AN
erinto differencialhanyados (derivalt)
|
O Xg—— X / X > X
m = (tgo) = lim O~ T _ ) _ o o)
=%,  X—X, dx
ha 1dofuggés van (x =t) : a1 _ o)

dt



¢ sebesseg
7 0o vektor t (s)

A ’l/& Vi
N /

At AB
elmozdulas

palya

pillanatnyi sebesség

/ "’
Py =Py ARy dF
t—>t, f — tO At—>0 At dt




sebességvektor 1ddben valtozhat

A\_; d\_; R de;

C_i — llm = =V — 7 — 77
gyorsulasvektor
v(t)
AV(AL)
- ..”‘:
&
V(t+ At) V(t+ At)
tangencialis, a AV
gyorsulasvektor < & t

centripetalis, a., AV



<l

V() ha At<<1: kinagyitva :

vey .
AVt V(t T At) nagyon messze arra—»
Osszeér a két vektor
(k6z0s pontbol
indulnak)
) B B \ ( _dV_dZS e -
AV, | = v(t+ At) - v(t) IAtés | T g g \2STTe=rP

A v’
v f— . At_)o f— . 1 v f— . 2 _
AV_|=v(t)-Ag, | a, = v(t) lim o ( r-o r)



mozgasfajtak

] AN

Daladd , kormozgas, rezgomozgas,
ataao mozgds — forgé mozgds hullammozgds

* egyenletes e egyenletes  * harmonikus

* valtozo e valtozo e anharmonikus

A (dsben) 4

egyenletesen
nem egyenletesen

pl. : halado mozgas :

pl. vonat a sinen, gyalogos a jardan, stb...



legegyszeriibb mozgas :
egyenesvonalu egyenletes mozgds.:

palya : egyenes
sebesseg : 1dOben allando
(vektor !) == a=0

pl. : vonat a nyilt egyenes palyan
mozgolépcso, ...

ellenOrzes kisérlettel : Mikola-cso
A (gimnéziumi tanar volt

a mult szdzad elsd felében)

tapasztalat : a buborek altal megtett utak az 1dok
fuggvényeben egyenest adnak :



tapasztalat : a bubor¢k altal megtett utak az 1dok
fuggvényeben egyenest adnak :

ut (m)
A

— 1t ~1d0

ut =v-1do

' ' >
mas szavakkal : 1o (s)
az egyforma 1dok alatt megtett utak egyformak

megtett ut S ,
V= — == sebesseg
kozben eltelt ido t




a megtett ut meghatarozasa a v-t grafikonrol :

Isebesseg 'sebesseg ' sebesseg

l

sxS,+ 2 V.(t)-At,
i=1

t,
ut = gorbe alatti terulet s=s, + [v(t)dt
t

1



illanatnyi sebessé
sebesség/ P Y .

atlagsebesség

pl. : auto v. vonat NyH ¢s BP kozott,
1dOnként megall

feladat : egy gépkocsi egy utat odafele 60 km/h sebesseggel,
visszafele 80 km/h sebességgel tesz meg. Mekkora a
teljes (oda-vissza) Utra szamitott atlagsebessége ?

(68.5 km/h)
0sszes ut

atlagsebesség # sebességek atlaga !l v=- —
osszes 1do

(mert lassabban hosszabb i1deig megy)



hasonloan ,,egyszerll” mozgas meg :
egyenesvonalu egyenletesen gyorsulo mozgas:

palya : egyenes
sebessegvektor : 1doben nem allando :
iranya allandé
nagysaga idoben egyenletesen nd
“— a>0 (a)
pl. . vonat az allomasrol elindul
s gyorsit (egyenes palyan)

ellendrzes kisérlettel : lejton legurulo golyo
(kiilonb0zd hajlasszogeknel)

tapasztalat : s~t2 — parabola



s ~t* konkrétan :

a
S = . tz es v=a- t
(2 J
gyorsulas
\'%

ut




matematika:

egyenletesen gyorsulo mozgasnal

v =a-t

t

s=|vdt = (a-t)dtza-jtdtza-— +C=212-0+C

2 2
0 0



lassulasnal : — Q v

nem nulla kezdGsebessegrol
indul6 mozgas :

a
s=v0-t+2-t2 es v=v,+a-t

szabadesés :
elejtett test mozgasat csak a Fold vonzasa befolyasolja

elsO kisérlet1 vizsgalata : Galilel



Galiler :

,» ... 4z €80, nehéz test szabad mozgasa allandoan
orsul... amennyire én tudom, meg senki sem

allapitotta meg, hogy a tavolsagok, melyeket egy

nfrugvé allapotbol indulo test egyenlo mtervallumok

alatt befut, ugy aranylanak egymashoz, mint a

paratlan egeész szamok, kezdve az egyseggel... .,

kisérlet : ejt0zsinor y
o ' )
v az egyes golyok altal
¢ megtett utak
¢ ® E—
o )
o
® 3 > t

? 1 azaz ittisV ~ t




v~t = aszabadese¢s 1s egyenesvonalu,
egyenletesen gyorsuld mozgas

kisérlet : papirdarab ¢s vasgolyo ejtése levegOben
ejtocso \— pem egyszerre érkeznek le
kisérlet : papirdarab ¢s vasgolyo ejtése
(vakuumban) —, eoyszerre érkeznek le

l

minden szabadon eso test
gyorsulasa ugyanakkora !!!

v=g-t = nehézségi gyorsulas,
h="-1 fiige a helyts] !

pl. : kat mélységének mérése beledobott kovel = 5t



fiiggoleges hajitas lefele, felfelé :
= nem nulla kezdOsebessegll szabadeseés v=v,tg-t

h=h0ivo-ti§-t2

ferde hajitas (vizszintes hajitas) :

figgbleges €s vsz. komponensekre bontva :
fugg. hajilés feltele

y T ikedasi | egyenesvonalu egyenletes
A magassag mozg. vsz.-cn .
ameddig mozog fol-le,
addig megy jobbra

nulla kezdeti magassagrol

—> X
temelkedési — tesési \/hajl’tés max. tavolsaga




feladat : egy 150 m magasan szallo repiilogéprdl csomagot

dobnak ki. Mennyivel a cél el6tt kell a csomagot kidobni,
ha a geép sebessege 200 km/h ? (304 m)
(= vsz. hajitas adott magassagbol)

\ X
0 O:’ — L

=
(=
U
C_F
(\)




feladat : egy 30 m magas sziklaperemrdl 30°-o0s szégben 16nek
agyuval az érkez0 kalozhajora. A 1ovedék kezdo-
sebessége 100 m/s. Milyen messze legyen a kal6zhajo,

pY hogy cltalaliak ?

|

_A0Q0

-

No~ _~
307

YO =Yy + Vo, t—

2 y
-t%, es v,, = all.



mozgadsok osszetevese :

folyon egy csonak megy keresztil, hol ér partot ?

,
(14 = i ‘i"'
1

i

vektorok 0sszead



__— egyenletes

— egyenletesen gyorsulo (lassulo)
_|_

kormozgas :

egyenletes kormozgas :  palya >

o = all. szogelfordulas = A@
At

K7 Ao

r —> ' =

O . At

jobbkéz-szabaly

periodusido : T — 2=
fordulatszam : f — 1/T

szogsebesseg : @ = 2n/T = 2nf
O=0m"t
S=T"@
V=r-'o



a,=0,dea,#0: (_[5 !
l

t K0,
Sz0g-

+ “—;\sebesseg

/
acp :

\"4 . —

‘ L A |1

S = W=—" |-

V=0Xr At |'s
O=FxV o="""



egyenletesen valtozo kormozgas : a, = all.

A® Av

- =3l Q. =r- a=—=all.
P At t P At
w=p-t V=r-o v=a-t

1 o) 1 2
= Dbt S=7T~- s=—-a-t
0 213 0 5

mozgas tetszoleges palyagorben :
a palyagorbét minden pillanatban egy-egy
korpalyaval helyettesithetiink

l

egyenletes mozgas

: : , szabalyai1 érvényesek
egyenletesen valtozo mozgas } y y



forgo mozgas :
merev testek egy tengely kortili forgasa :

a test egyes pontjal nem mozdulnak
‘— forgastengely

rogzitett tengely, szabad tengely
legalabb 2 pont rogz. 1 pont kortl forog
(kerék, motor,...) (porgettyl, labda,...)

kisérlet : porgettyu
o = all. ¢s v # all. minden pontra
a tobbi1 pontjai a tengely kortili korpalyakon

mozognak
visszavezettik kormozgasra



gordiilo mozgas : = forgas rogzitett tengely korul +
haladdé mozgas

kisérlet : gordulések

/

tiszta gordiilés = csuszasmentes (]aut()
egyenletesen halad)

csuszva gordiilés (hirtelen indulas,
vagy fekezes)

gordiiles



vonatkerek : |
az a pont ,,annyit halad

elOre, mint amennyit
visszafele fordul” :

V., =T ®
azaz a sinhez képest
all !!!

pillanatny1
forgastengely

ez a pont hatrafele mozog !



) o« - _— harmonikus
S anharmonikus

harmonikus rezgdmozgas :
x(t) = A-sin(m-t)= A si“(z’t . tj T = per16dusido

,\ T rezgésido
| F=1/T

amplitado frekvencia
korfrekvencia kisérlet
il rugon rezgo test,
megpenditett har,
A

P hangvilla végén tu,
/\ A megttjuk, majd

"+ kormozott
v v uveglaphoz €rintve
-A | ; 1 hy "
T egyenletesen huzzu




x()=A-sin(®-t) =—— v(t)=A-0-cos(o-t)

)

a(t)=—A-o" -sin(o - t)

\ / v#t

NV

N/

\/ 't




a harmonikus rezgdmozgas ¢€s egyenletes kormozgas
kapcsolata :

kitérés

0% MMMMAM\/\

VVVVVVVVVVTL




csillapodo rezges :

Bp=0 g =0.4

harmonikus ampl. er6sebben csokken

p=0

" csillapitasi tényezé
ampl. csokken = fekezcs

aperiodikus
hatareset

: . : arhuzamos
rezgések Osszeaddsa —_ P

merdleges
kisérlet : rezgések 0sszeadasa —

Fizdemo.exe






dinamika = mozgasok, mozgasallapot-

regen :

Galiler :

valtozasok okainak
vizsgalata, leirasa

a mozgas fenntartasahoz egy masik test
allando hatasa (= ,,erd”) kell, pl. egy kocsi
csak akkor mozog, ha huzzuk

elinditott €s magara hagyott test annal
hosszabb utakat tesz meg, minél
simabb/csuszosabb a felulet

l

gondolatban folytatta : az egyszer elinditott
test megtartana mozgasallapotat, ha a felilet
akadalyozo hatasat (surlodas) ki lehetne
kliszoboln1 = tehetetlenség torvénye



a tehetetlenség torvénye — axioma = alaptorveény
Newton megfogalmazasaban : valoszinuleg 1gaz
minden test megtartja mozgasi allapotat (= sebesse-
genek nagysagat €s iranyat), amig mas test/testek
hatasa annak megvaltoztatasara nem keényszeriti
inerciarendszer \—> Newton L torv.

Newton : 1642-1727

mechanika torvenyei, differencidlszamitas, szin,
optika, tiikros taveso, graviacio (0szefoglalta
Kopernikusz, Galile1 €s Kepler feltedezeseit)
1687-ben ,,Principia” == 1705-ben lovagga titik

Newton elott : er0 = ember altal kifejtett ,,eréfeszites™

utana : ero = testek kﬂcsénhatésénak meérteke

feltétele: erintkezes, kiilonbozo allapot ...
eredménye: mozgasallapot-valtozas




ha két test kolcsonhatasba lep

mindkettonek megvaltozik a mozgasallapota :

pl. : két, korcsolyan all6 ember hiizza egymast / egyik
huzza a masikat / masik hizza az egyiket,
mindkettd elmozdul

az elmozdulasok (¢és a kapott sebességek)
ellentetes iranyuak

a koverebb fog lassabban mozogni
kisérlet : kocsik titkozese sinen / 1égparnas asztalon

|

a kolcsonhatas torvénye : ( = tapasztalat ! )

a sebessegvaltozasok ellentetes iranyuak, €s a
sebessegvaltozasok nagysaganak hanyadosa egy adott
testparra jellemzo allando, nem fiigg a kolcsonhatas
modjatdl = a tomeget lehet definialni



tomeg : cgy B test tOmege n-szerese az A test
[kg] tomegenek, ha kolcsonhatasuk soran a B
test sebessegvaltozasa n-ed része az A

sebessegvaltozasanak —
a tomeg a test tehetelensegenek mertéke
+ mereések = a tomeg tranzitiv

de : fénysebesseégnel mas !!!
masképpen fogalmazva : m, - AV, =—m, - AV,

. (VZH_VZ')

ml .(VIH_VI') —

—

= | o V— " "

|

—

impulzus — p=m-V
(Iendulet)

-

2 test kolcsonhatasa soran ~ Ap, = —Ap,



Ap, =—Ap, — P;+P,'=P, +P,"’
= impulzusmegmaradas < zart rdsz-ben!

pl. egyforma tomegek utkozesénel a ,,kozepsd” pont
helyben marad, ha mindkettd egyforma sebesseggel

halad . ~ . m N ~ m. - -r.+m--r
r, =T + 2 (f,-F)= 11 2 2
tkp — 11 » —H) =
: m, +m, m, +m,
tomegkozeppont

tkp

m, +m,

a szamlaloban m,-v,+m, v, allando )

utkozeéskor a tomegkozéppont egyenesvonala
egyenletes mozgast veégez



ero = kolcsonhatas meértéke :
menny1 1d0 alatt mekkora impulzusvaltozas van ? :

A(mv)_m ﬂ: z

impulzus- = J
tétel F=m-a
[N]

‘— Newton II. torv.
( = dinamika alaptorvénye )

pl.: kalapacsiités

erotorvények : rugo : F.=-k(Al) (megnyulas is)
2 (Hooke-torv.)

—

kiil.sulyok

igy aragé megnyulasa all. | 0" __ il megnyulasok




gravitacio: G =mg

de : F, —ymrM Fg —F =y m-M
A £ "(R+h)’
Fg:ymo?/[:m-yMz:m-
R R
8

vy =6,67-10""1 Nm?/kg?

5 _ IIlM i:o
8 y(R+h)2 9

Newton..

pl. : aHoldra csak F, hat a Fold
miatt (korpalya 27,3 nap
keringési 1d0)

suly = sulyero =F___vagy G

grav



surlodas :

kisérlet :
lejton lecsuszo fahasab :

tapasztalat :

k. ellentetes az elmozdulas iranyaval
nagysaga nem fligg az ¢rintkezo

feliletek nagysagatol

allo targyat neh¢z megmozditani, de utana mar
konnyebb tolni

csuszasl : F o= poF o
tapadast: 0 <F, <F . =WwF,
CS Hes < M

tapadas: fa-fa: 0,6; acél-acel : 0,15; acél-jég: 0,027

surlodas —



Mes < W == allo targyat nehéz megmozditani,
de utana mar csuszik

Mes < My == fékhatds : ne csusszon meg a kerék !!!
blokkoldsgatlo <~
elindulas == kiporgesgatlo

csapagyak : olaj, gaz

- 1., csokkentése
kopas csokkentése

csopdgy g7 .

Ievegéréfeg Ee



pl.: teherauton vaslemezek egymason, kanyarodik,
szembdl jon a busz, lemezek lecsusznak ...
pl.: teherauto6 platojan ladat/konténert visz...

autogumi merete, fekpofa/fékbetet mérete mégsem
mindegy = miért ???

az anyagot le kell ,,reszeln1” a feltletrol :
nagyobb feliillet — tobb atom — tobb kotes felvagasa

pl. . az autdo miért tud kanyarodni (miert nem csuszik
k1 egyenesen az utrol) ?

mert ki akarna csuszni, de a tapadasi surlodasi ero

ezzel ellentétesen hat, azaz a korpalya kozepe fele (=

F.)), ez tartja korpalyan az autot.



kozegellenallas :

folyadekban, gazban mozgo testek



tapasztalat : F, . ellentetes az elmozdulas iranyaval
nagysaga fligg a mozgo test feltuletétol,
sebessegetol es a feliilet alakjatol

_—~F.,=-kApv <« kis sebességeknel

™ F,,, = -kApv? — nagy sebességeknél
pl. : hordot visznek tetocsomagtarton
kényszerero :
pl. alatamasztas (felfliggesztés) altal a testre hato erd
Fn
: , A
Ingamozgas
Foy
- |m
Img
F,,=mg F,<mg (=mgcosa)

F,, mindig meroleges az alatamaszto feluletre



pl. : az aut6 miért halad az uton ? :

J autora hato erok :

‘® i ‘®
tFny 1F oy
I:ts,2 Fts,1
a,=0 — YF =0 — G=2-F,
dv
ZF]X_Ftsl_Fts,2>0 — a4 = %0




felhajtoero, Coulomb-ero, magneses ero, | 14 1és5b
van der Waals, stb ... '

tovabbi tapasztalat :
— —

FAB - = FBA

> Newton III. torv. Vvaskocsi
( = hatas-ellenhatas torvénye ) |

= kolcs.hat.tv. Ojrafogalmazasa

pl.: birkozaskor A felemeli B-t, akkor A erOsebb,
de mégis ugyanakkora erdvel hat B-re, mint B
A-ra!!!

pl.: 16 hluizza a lovaskocsit, akkor N.III. szerint a
kocsi 1s ugyanakkora erdvel huzza a lovat
visszafele = miért megy mégis eldre 7?77

pl.: lehet igy utazni ? (Cyrano)— - . '

( magnest feldobja, az a kocsit magahoz huzza, T e

fent a golyot gjra feldobja, €s igy tovabb ... ) x%\ =3
micrt ? == RN

magnesgolyo




pl. : rugoero hatasara letrejovo mozgas :

erotorv.-t ism. — meghat.-hatjuk, h. adott kezdet1
allapotbol indulva hogyan fog
mozogni : X = X(t)

ismert : t=0—ban x = x(0), v=v(0), k és m :
numerikus megoldas :

kis At — F_valtozasa elhanyagolhatib

~ egyenl.gyorsuld mozgassal mozog

— t=0—ban: a)=0O)
m
t=At/2 —ben: V(At/2)=v(0)+ a(())-AZt

- elmozd. At alatt :  x(At)=x(0)+ v(At/2)- At
majd ugyanigy tovabb :



t=At—ben : a(At) = F,(xa0)

m
t=3At/2 —ben : V(;At) - V(;At)+ a(At)- At
kitérés 2At-ben : x(2At) = x(At) + v(; At)- At
t=2At —ben : a(2At) = fr (Xl(jAt))
t=5At/2 —ben : V(iAt) = V(;At)+ a(2At) - At
kitérés 3At-ben : x(3At) = x(2At) + v(z At)- At

¢s igy tovabb tetsz. ideig ...

kirajzoltatni az x(t), v(t) ¢s a(t) fuggveényeket



analitikus megoldas :

NIl. - -kx=ma — a:dV dx l'——kx
dt dt? m m
d’x k
- = _X

dt’ m
az ismtl. egy fuiggvény :  x =x(t) jJ
¢s annak derivaltja

= differencialegyenlet

a harm.rezgésnél volt olyan kiteérés-1dd fligges, h. a
hely €s annak 2. derivaltja (=gyorsulas) megegyezett:

x(t) = Asim(ot+o,) | visszahelyettesitéssel

| - ellendrizhetjiik, h. ez
X " A o sin(ot+ o) | kielégiti a fenti diff.
dt’ ") egy.-t




d’x k

7 at m

d’x

it A-o’-sin(ot+@,) X(t) = Asin(wt+@,)
T . Tk : o
Ao -sm(oot+(p0)—— - A-sin(ot + @)
k k
0'=" — o=,
m m

de A és @, tetszoleges lehet
— meghatarozhatdk a kezdeti feltételekbol :
t=0-ban: x(0) =0, v(0) = v,
x(0) = Assin(w0+¢,) = Assin(p,) =0 — Asin(@y) =0
v(0) = A-ocos(w0+p,) = A ocos(p,) = v,
— A ®cos(q,) = v,



Asi =0 — Q=0
A ocos(ey) = v, | ® k

tehat a megoldas : m 'k
x(t)=vy, /. -sin| ,[—-t+0
k m

vagyis : a rugon rezgd test harm. rezgdmozg. veégez,
melynek korfrekv.-ja: K

m

|

rezgesideje : T=2"_2m \/f

®

hasonld problémaknak hasonlé a megoldasa is !!!
lasd pl. : ingamozgas !



tovabbi tapasztalat :
ha tobb er0 hat egy testre, pl. tobb rugo:

vagy :

pl. specialisan :
rugon fuggo test
vsz. alatamasztason levo test

m-a= — —eredo ero

— Newton IV. torv.
( = erOhatasok fuiggetlenségeének elve )

} 2 er0 = egyensuly
# nyugalom



ha specialisan : a kotélnek nincs sulya (tomege), vagy
van, csak nyugvo kotel, akkor a meghuzott kotél az

egyik végére hato erdt ,,valtoztatas nélkiil tovabbitja™
a masik vegen levo testhez :

rugora hasonldan

vonatszerelveny ... Bt
de odafigyelni :
Fz ) N ) pl
 F =F, magdeburgi feltekek :
F i 8-8 10 #1610 !!!

Y ) 3% ) hanem csak 8 10



pl.: m1 van akkor, ha fliggdlegesen van a rago ? :

2
m-dfz—k-x+mg=—k-(x—mg)
dt k
T

. . Mg \/K
X''=x——, W= |—
k m

21
d);:—k-x' — T=M=ZR\F
dt m 0 k

tehat : ugyanaz, mint vsz. rugo, csak

az nll{g lesz az 0j egyensuly1 helyzet



kOormozgas :

r = {-sin@
_erer®) F. a kp. felé mutat
F.=F.
mg F.=megt
(szabaderd) ¢ 5189
N.IL : F =ma._ =mrmn
P v — o=271n
mgtge = m(Lsing)®? = m(£sing)(27n)?
5 _ /-41* -n’
CoS P .
COS( = 5 — centrifugalis szabalyozo :




pl. : matematikai inga : = kotelinga, fondlinga

vekony, ,,sulytalan™, ny(jthatatlan fonalon lengd test

kényszermozgas — sikmozgas (korpalya)
pillanatny1 helyzet : ¢ = ¢(t)

, ) erOk : mg v
\F« (kényszerer§ F o
= kotélerod) k

" | macose kotéliranyu és érintdiranyu
e komponensekre bontva :
(szabaderd)

koteliranyban : ) F;, =0 =
F, -mgcosp =0

I

erintd 1ranyaban : F, = m'gsing



N. II. : ma=F .
- e c mozeasegyenlet
" S gasegy

m°dt2=—mg°5in(P es s=Lo
2
m-f-(;t(zpz—mgosin(p
do g
- =-—"-sin
a: oo

ha @ kics1 == sing = @

d¢ g ) f
— ==, =—®" @, ahol w= "
dt’ 0 M /

ez ugyanolyan egyenlet, mint a harm. rezgOémozg. :

0(t) = pysin(ert+a,)

T=2(: —_— T =27- /% — g -t lehet mérni



de : T fugg ¢,-tol : nagyobb amplitido
“—. nagyobb T !!!

hasonloan a fizikai inga : T
T fligg a geometrial meretektol U/.
g - t1tt 1s lehet merm o«

torzios inga : ezeket 1d. késobb
(merev testeknél)

(]

pl. : égitestek mozgasa :
(bolygdmozgas, mesterseges egitestek, Kepler torv.-1)

1.e. 2.sz. : geocentrikus vilagkep (Ptolemaiosz) = kor-
palyak, kp.-ban a Fold

~1500 : helocentrikus vilagkep (Kopernikusz) Nap
kortl palyak, ¢s tengely kortili forgas



1609-1619 : Kepler-torv.-k : Tycho Brahe 1s !

1. ellipszispalya, egyik gy0jtopt.-ban a Fold;

2. a Naptol a bolygokhoz huzott sugar egyenld 1dok
alatt egyenlo tertileteket surol;

3. a bolygok keringési 1ddinek négyzetel ugy
aranylanak egymashoz, mint az ellipszispalyak
nagytengelyeinek kobei.

A
%&gység alatt sarolt terlilet =

teriiletsebesség A4 _da _ .,
At dt

a Fold sebessége legnagyobb P-ben (januar 3-an)
legkisebb A-ban




bolygdmozgas = centralis mozgas = a bolygora hato
er0 mindig egy centrum fele mutat — a gyorsulasa

1S ~— centralis erok

tetel :
V centralis mozgasnal a tomegpt. palyaja sikgorbe ¢€s
a terulet1 seb. allando.

megforditva : ha a palya sikgorbe ¢s a teriilet1 seb. all.
akkor a mozgas centralis mozgas.
biz. : 1d. konyvekben...

mar Kepler 1s sejtette az alt.
tomegvonzas torv.-t

tomegpontoknak vessziik

m°M_,0
, I
r

ng—y



<l

pl. szamitogéppel szimulalni
a mozgast :

F=m-a
— m°M 0
F,=-vy r

2

5 r
— —— /
~ F M _,
327:—y72r

m r

x-y koordinata rendszerben
+ kezdeti feltetelek : x(0), y(0), v,(0), v (0)

SN—

o cllipszis alaku pélyék egyik fokuszban a Fold (kepler)
 nagytengely mérete €s keringesi 1d0 v-lal no
- ha specialisan v, olyan, h. a_ = vy*/r, == F__
ymM/, = MV /1 — korpalya
geostacionarius palya




geostacionarius palya :

mM 5
F, =7 2 =ma,, =mro
YM=r’o’
27 /
O = - ¢s T = 24h = 86400s

MT*
=1', 2 == ~36ekm
7T

pl. tavkozlési muholdak

szamitassal kimutathato, h. a homogén gomb helyet-
tesithetd egyetlen, ugyanolyan tomegl tomegponttal



de : F., NEM erotorveny !!!

F., lehet pl kotelero, rugoerd, grav.ero, ... (ami
,,huzza’ a testet, h korpalyan maradjon)



a grav. allando meghatarozasa : Cavendish, 1798

M tomegeket tett a m golyok
0\ melle szimmetrikusan €s
/v v merte a torzi0s szal szogel-

e %’ fordulasat
" |

vy =6,6710"" Nm?/kg?

torz10s 1ngat Id. késobb !

a Fold feluletén :
m-M
R 2

Y =m-g = a Fold tomege :

M, =2R?=5.97-10*kg
Y



a Fold stirtisege :

- M 3 kg
= ~5.5:-10° —
P iR°n m "
, k .,
a felszinen csak p~2.5>. == abelsejében
> ).
P dm °
pl. a Nap tomegének becslése :
Myap> Myparsy T> T 1SMETt =
_ 47'52 _F = mMars'MNap
Mypayps " Aep = My I TQ =T =7 1'2
My, =332-10°M,

hasonloan a holdakkal rendelkez6 bolygokra 1s...




m°M_,0

2.
d r::F*:._y "

dt ’ r’
mozgasegyenletbdl matematikai Gton levezethetdk a
Kepler-torv.-k

dZ m-a=m -

az 1s kov., h. mas kupszelet 1s lehet a palya, pl.
ustokosnel parabola v. hiperbola

sztatikai eromérés, sulyos és tehetetlen tomeg :

G=mg = asuly a hellyel valtozik;
kiilonb0z0 testek sulya ugyanazon a
helyen a tomegtol fligg

rugora akasztott test nyugalomban van:a=0 — ara
hato erok ereddje nulla

rugos erOmerd — egyszeri erdmérés = sztatikal eroOmeres



suly ~ tomeg === tOmegmeres : m
(G = mg) \_

merlegek

(tobb ezer éV;) A A

etalonok _J

ez a tomeg (sulyos tomeg, m,) nem ugyanaz, mint
amit utkozeésekkel detimaltunk (tehetetlen tomeg, m,),
de pl. ha ez a test szabadon esik :

mt'a — msg
m, a
m, g

¢s a = g minden testre egyforma == m = mj



Eotvos Lorand :

m, = m_ egyenlOség 5-10~ relativ hibaval teljesiil

suruseg, fajsuly :

m
homogeén P=y ke @
. : anyag e
inhomogen 5 dm m’’ cm

A%

pl. : 1 kg viz 4 °C-on, normal nyomason 1 dm? (=1¢)
pviz =1 kg/ dm3

pl. : galvanmizalt fémekre : p = atlagstiriség
vas hajo surtsege 1s atlagsuriiseg !

fajsuly ...



sulytalansag :

ha csak a sajat sulya hat ra :
pl. : szabadon esO test
Fold koruli korpalyan keringo test

a rank hato sulyerot akkor érezziik, ha az
alatamasztas altal kifejtett nyomoerd 1s hat :

N

Fny‘\Fny

G=m-

Q!

2F . =m§g

ny



pl. : hajitas dinamikai leirasa :

csak a nehézségi erd hat a testre : N.II. : ma=mg
d’r d’r B}
ae g & m: a2 m- g
tf.h. g =all.

a Foldhoz rogz., fugg. folfele irényitott z—tengely
eseten :

2
X _y d’y d’z
Y H fj
dX:VX:constX dy—V = const, dZ: , = —g-t+const,
dt/ dtj ]
8
X=V_ -t+c¢ y=v, -t+ec, Z——2-t +v,-t+c,



6 db 1smeretlen : v,, v, v, €s C;...C;
meghatarozasuk a kezdeti feltételekbol

hapl.: t=0—-ban ¥,= (X, Yo, Zg) €S V= (Voyo Voy Vo)

X0 = C Yo = €26529) = C5
const, = v, =V, consty =V, = Vg, €S const, = v,

l

hajitas



kényszererok, kényszermozgas :

a Foldon 1s tudunk inerciamozgast 1étrehozni
kozelitoleg !

pl. 1égparnas asztalon vagy sinen

— az alatamasztas a tomegpontot a feliileten valo
maradasra kényszeriti

l

kényszerero, az alatamasztas pedig a kényszer

pl. : nyugvo asztalon allo test még egyszer :

—>

Fkaz_’l eredo — G + Fk ,2—1 1 Fk . _ _(—j
5 mivel all : a=0 ’
G ( Fny — -mMg )




ha az alatamasztas mozog 1s, pl. a gyorsulassal
stllyed egy Iift :

F

eredo

_G+Fk2_)1—m a W

—

(mg-F, —ma) sz_>1 —G+m-a=-m(g—a)
(Fny—m(g-a))

N.IIL — F F,, =G

test—asztal —

pl. : miert van ,,bedontve” a kanyar ?

\

pl. . ket kotelen felfliggesztett test
lampa ket fal kozott
kifeszitett droton

lejton lecsuszo test

+ 1d. onalldan !




pl.: lejton lecsuszo test :
N.I1.: _F +F,,

szabad enyszer

m-a
l
-8

sina.

F. =mgsino-F, = ma
mg-sina-p. mgcose = ma
a = g(sino-p_ cosa)




az m tOmegu testre :

NIl: m-a=YF

m-a = mgsina-F,

az m, tomegfi testre N.I. : m-da =3 F ) ha a ktél
B nyUjthatatlan !
F,.-myg=m;a

—

ha a kotél sulytalan !

2 egyenlet ¢€s 2 1smeretlen == F, €s a meghatarozhato

ha még surl. 1s van ...



(a kerék ¢€s a rago sulytalan)

P, F.=F,

r

I
R

(a keré¢k sulytalan)

\_
AN




mozgas mozgo vonatkoztatasi rendszerben :

Galilei-féle relativitasi elv : egymashoz kepest

egyenletesen halado vonatk.rdsz.-k koziil nem tudunk

egy abszolit nyugalomban levot kivalasztani

pl. : egyenl. mozgo6 vonaton egy inga ugyanugy leng,
mint az allomason

gyorsulva halado vonatk. rdsz. :

pl. : mekkora er0 hat egy a, gyorsulassal lefele
indulo liftben allé emberre ? : | |

F,., =—m-a, — tehetetlenségi eré

l

N.II. érvényes marad




az ember a lifthez képest nem gyorsul )
>F,=G+F,+F, =m-a=0

—

F,, meghatarozhato

forgo rendszerben :

ha egy V' rendszer egyenletes ® szogsebességgel
forog egy ,,nyugvd” V-hez kepest

F,=m-o°-F — centrifugilis eré

cf

—

Fo, =2m-v'x® — Coriolis-eré

l

ezekkel N.II. forgo rdsz.-ben 1s 1gaz :

—

—>'__> e
m-a'=F+F;, + Fg,



pl. : forgo6 rendszerben
allo test

n o 2 [ )

pl. : az északi féltekén E-D iranyban folyo folyok a
jobb partjukat mossak, vagy
az E-D 1ranyban halado vonatok kereke1 a jobb
oldal1 sint jobban koptatjak

F., =2m- v'x® miatt

a kadban lefoly0 viz forog



0 P ~
F Fe, = 2m- V'xd
lw%%
N
I

NSAESY



a Fold tényleg forog ? :
1gen, bizonyitek a Foucault-féle ingakisérlet :
hosszu kotélen nagy tomeg leng

— sokaig leng, kis csillapodassal

kezdet1 lengési sikot megjelolik, tapasztalat :
lengési sik oranként kb. 15°-t elfordul

ertelmezes :
forgo rdsz.-ben :  a testre oldaliranyu elterito erd hat,

a pillanatny1 seb.-hez képest jobb
oldal fel¢ (= Coriolis-er0)

inerciardsz.-ben : az inga megtartja lengesi sikjat,
csak a Fold ,.kifordul” aldla






példak, alkalmazasok :
1. kerékpér (V) beddl (o) a kanyarban :

\"

o =— szogseb.-el
I forgd rdsz-bol
nezve :
a bicikli nyugalomban

van :
mg és mr @~ eredOje R

R a bicikli sﬂgaban kell, h. legyen , , )

mrao ra \"

mg g Ig
a talaj sikjanak ~ -- kell lenni biciklire, mert a tapadas

nem tud egyensulyt tartan1 = kicsuszik oldalra
— a versenypalyak kiilsejét megemelik




kanyarban a vasuti sin kiils6 szalat 1s feljebb teszik
2. két golyo centrifugalis géppel megforgatva :
I

golyok a forg6 rdsz.-ben
egyensulyban vannak, ha

2

— 2 . —
m, 0" =m,Lo

Q_,l_y m; 1 =m,T,
| diF
3. forgo abroncs belapul : ——
Kkisérlet ! f
kerékre kifelé hato F_=F ¢ .

pl. gyorsulasi verseny: — =
hatso kerék Te—
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4. dinamikus merevseg :
kisérletek :

forgo lanc ,.kemény” — gurul, akadalyokat atugrik
forgo papirlap ,,merev’ — furészelni Iehet vele

5. centrifuga : haztartas, biologia, ¢lelmiszeripar,. ..
6. centrifugal szabalyozo

7. szivattyuk

8. cirkusz:

i
20




a kocsiban ulve a korpalyan
forgd rendszerbdl nézzik :

A-ban F , folfele min. akkora

legyen mint m-g lefelé :
Z mv ,

2

> mg
r

(+ energiamegmaradas — keésobb)

9. ciklonok : (az E-i féltekén) —,

(FCO \))
passzatszelek, EK és DK fele, \\

a levegd a kisebb nyomasu

helyekre aramlik + F ., / ( ‘\\

10. a lovedékek jobbra eltérnek




11. a Fold a sarkoknal belapul

12. a szabadon es0 testek K-fele elternek :
a 45 szelessegi foknal: 100 m magassagnal 1.5 cm-t

13. ha egy test K—»NY 1ranyban mozog :

Fc, lefele mutat = latszolagos sulynovekedes
Eotvos-effektus <

NY—K iranyban forditva

porgettyus iranytu :

Foucault, 1852 4 a C szimm.-teng. a fiigg.
kortl elfordulhat

a porgettyl C kortil gyorsan
forog = ara hato F

miatt beall E-D 1ranyba




fordulatszam nagy legyen (>20ezer/perc)

porgettytit 1d. késObb



nehézségi ero, gravitacios tér :

l

a suly nem a kozéppont
felé mutat !!!

(csak a sarkokon)

a suly es g =g a sarkokon a legnagyobb (ott F ;= 0),
az egyenliton a legkisebb (F ; itt a legnagyobb)

de a Fold nem gomb — geoid (= forgasi ellipszoid),

a feliilete mindenttt

a grav. es F; er0k ereddjére



\ R,=6378 km
R, = 6357 km

szamitas szerint : g, = (gyy0-3.4c0s°y) cm/s?

mérések szerint : g, = (983.2-5.2cos*y) cm/s?
(nem egyeznek, mert nem gomb alaku)

de ettol van pontosabb g, — formula 1s !

G = 9.80852 m/s?

Budapest
g fligg a magassagtol 1s

o fligg a helytol 1s :
a talaj stiruseégenek lokalis valtozasar miatt



- asvanyl anyagok, Fold szerkezetének kutatasa
E6tvos Lorand : Eotvos-inga : —

VLSS Sl

——— = 40pum Pt-Ir torzi0s szal

A
- A=B=1520g¢g
0, 0 £, =25-40 cm
2 £, =50-60 cm
BE "

torzi0s szalon tiikOr === 1gen preciz leolvasas
a nehézségi erotér inhomogén = g, # g,

l

torzi10s szal elfordul



Eotvos : sulyos ¢€s tehetetlen tomeg egyenlosege
1d. otthon !

g 1dOben sem allando :
Nap ¢s Hold hatasa

arapaly :  1d. otthon !



mozgastorvények pontrendszerekre és testekre :

tomegpontrendszer ‘2
( pl. : szétrobbano repeszdarabok )
zart pontrendszer :

—

I?12 F21

«— df’ = =
q%/ < i =Pt Fyre
F13 23

dpz =

B a F21 + F,; +...
| 0 A
é/l*:sz stb ...

de : er@hatasok fliggetlensege + hatas-ellenhatas

—

minden pontra kilon-kilon = F, =-F,

ha nem egyetlen tomegpontrol van szo



dl_jteljes - dl_jl n df)z n

dt dt dt

Pcijes = Py + Py + ... = dllando < ha kiilso er6 nem hat
o impulzusmegmaradas pontrendszerre

maskent fogalmazva :
_ m,-r,+m, Fr
ooy = 1° N 2"+ - m;
ml + mz + i m'

1

l

Vtkp — ml ¢ Vl + m2 ¢ V2 + (XX —
ml + m2 -I_ eoeo -
=(m, +m, +...) Vkp

SN—

———

pteljes = m- Vtkp

a tomegkp. sebessege allando —



a tomegkp. sebessege allando = zart rdsz. tkp.-ja
Inerciamozgast vegez

impulzustétel pontrendszerekre, azaz ha kiilso erok

1s hatnak :
ap, - o =
dtl =k +F, +F;+ |
dp . . _ dpteljes r T
dt2=F2-|- 51 T Ky + > dt _ZI:Fl_I_O_Feredo
stb .. ) l
Fered('i = m- ﬁtkp

/

a tomegkozeppont gy mozog, mint egyetlen
tomegpont, amiben a rendszer teljes tomege van €s
amire az 0sszes kulso er0k vektor1 ereddje hat



merev test = specialis pontrendszer
pl. eldobott kalapacs :

”

tetsz pt.-ja == bonyolult palya
de a tkp.-ja gy mozog, mint a tomegpont =
parabolapalyan

a tkp. 1gy mozog, mint egyetlen elhajitott tomegpont



V test tomegpt.-nak veheto, ha halado mozg.-t vegez,
vagy megelégsziink a tkp mozgasanak leirasaval

ekkor eleg a ra hato kiilso erdket ismerni (még ezen
erok tamadaspt.-jat sem kell 1smerni)

tehat :
minden test tomegpontnak tekintheto, ha halado

mozgast végez, vagy ha megelégsziink a tkp
mozgasanak leirasaval

itt V3 test egyforman gyorsul, de maskent forog és maskent
deformalddik



testrendszerek :

—F V tomegpontra

—

F21
vagy ezzel egyenértékll : P, +Pp, = all.

a2 testre F,

zart testrdsz. teljes imp. = allando
ha kiilsO erok — impulzustétel,
egész testrdsz. tkp.-nak mozgasa... (mint pontrdsz.)

TEHAT : Newton torv.-i ezekre is érvényesek :



feliileti és térfogati erok :

terf.-1 erok (pl. grav. erd)

feliilet1 erdk (érintkezes)

a belso pontokra 1s hatnak erok,

de azok mar belso erdk, a kiilso

erdk hatasara elmozdulo feliileti

pontok fejtik ki

(pl. surlodas)
az er0 feliilet menti eloszlasara nincs alt. szabaly

koncentralt erd (pontban hatonak kepzeljuk) az
erintkezesi felilet 1igen kicsi == tamadaspont
ilyenkor N.III. egyértelmiien megfogalmazhato

Newton torv.-i testekre :
1. tehetetlenség torv. a tkp.-ra, 2. N.II. a tkp.-ra vagy
impulzustétel, 3. hatas-ellenhatas



rakétamozgas :
kisérlet : patron — rakéta, vagy kocsi

4
/ i 4
Gf%i;" :)

a rakéta testére a kiaramlo gaz fejt ki erot

tovabba : agyu, puska, stb... hatralokddése



pl.: a rakéta mozgasa :

anyag kiaramlik beldle — csokken a tomege az iddvel

t pillanatban : m=m(t) a bent 1¢v0 gazzal egylitt; sebessege v(t)
a kiaramlo gaz aramerOssege u=-dm/dt, relativ sebessége u(t)
F kiils6 erd 1s hat (pl. gravitacio, €s/vagy kozegellenallas)

imp.-tétel a (rakéta+bentlévd lizemanyag)-ra :

At 1d0 alatti 1mp.-vatl. = F-At
a kiaramlo gaz tomege -Am = wAt
m+Am a rakéta €s a t+At pillanatban bennlevd gaz tomege
(Am = m(t+At) - m(t) <0)

kiaramlo gaz imp.valt. = -Am-u

a rakéta imp.valt. = (m+Am)Av
az imp.tétel szerint : —Amu+(m+Am)v =FAt /Atés At—0
(AmM—0is!) === pu+ma=F

rakéta moggéségyenlete

megoldas numerikusan v. egyszerl esetben analitikusan



pl.

(ha all, akkor F,, =—F

:adott F, m;, m, == mekkoraF,,?
Mg -1 E
1, m,
SN
e
nincs surl.
; =m, -a )
a=" - — [ - -
(M, +m,) a = a | l

erot a 2. testre)

F,=-F, #F

,az 1. test ,,tovabbitja” az F



bizonyos feltételek mellett egy testlanc tagjai
.tovabbitjak™ a szomszeédjuk altal ra kifejtett erot:
Wi® e ,,az egyik test a masikon

n@n%ﬁ] keresztiill a harmadikra hat”




az anyag kontinuum-modellje; atomos szerkezet :

folytonos anyag: surtise¢g, fajsuly — 1d. korabban

atomos szerkezet :
\Y

surlodas:

I" r" "r '- ":l_-r ‘_- ’E '.':'-*I":
-"""I'".il"r .'-'1
KRS INAO

v

B0

OO KRR
.Ilff‘_'t"t‘n‘!‘n‘i‘l_.*i‘l'_i‘.#




munka, energia, teljesitmény : v
W=Fs = W=F_'s=Fcosas = 4-OL/YF

. =Fscosa ‘ S
(olyan, mint F &s s skalaris szorzata)
pl. : menny1 munkat végez az ember, ha egy
bOrondot elvisz 100 m messzire ?

—»v 0=90" == W=0 !?

.

akkor miért farad el ?
(utdnanézni !)

100m

honnan jon ez, mi¢rt ¢éppen F-As-t valasztottak
munkanak ??? — ebb0l : —

hogyan lehetne meghat. egy tomegpont seb.-valt.-t,
ha 1smerjlik a tp.-ra hato er6t, mint a hely fgv.-t:



hogyan lehetne meghat. egy tomegpont seb.-valt.-t,
ha 1smerjuk a tp.-ra hato er6t, mint a hely fgv.-t:

Av-t k1 tudnank szamolni, ha 1sm. F(t) fgv.-t :

A—ﬁ:f? —) Af)zlE-At —) AY/zLAt
At o m B
(ez itt id0 szerinti integralas lenne : p = [ Fdt)
de alt.-ban nem F(t)-t, hanem F(hely)-t ismerjiik (pl.
rugoero, tomegvonzas,...)

pl. : menny1vel valt. egy tp. seb.-e, ha As egyenes
uton allando nagysagu, az uttal parhuzamos F
erd hat ra : F “

Av=v,—-v, =— At
h >
_I_
A=V A= 2 A ey A 245
pZ vV, + Vv,

haF=all. -a=all. - v=



F 2

— A=V, -V, =— At = F-As
m m-(v,+v,) 7

tehat Av fugg v,, m —t0l 1s

1 | » 1 2
—m(v, +v, ) (v, —V;)=—mv, ——mv, =F-As
5 (v, (v, 1) ) 2 5 1

l
az %mv2 mennyiség az, aminek valt.-t egyért.
megszabja I és s

: milyen sebeseggel ¢r le egy m tOmegu test egy o
hajlasszogti, £ hoszusagu lejtd aljara, ha surlodas
1S van?

Ky F_ . .. =mgsino - umgcosa

|
1 1 2 .
Emv2 — Emv1 =mg/(sina — pcosx)

eredo

V, = ...




elnevezés : _ 1 .
Ey =B =B = 5 MV" = mozg.energia

(kin.energia)
W=Fs alland6 erd munkaja, ha F
€s s Iranya megegyezik
AE 070 = %mvz2 —%mvl2 =F-A4s=W
= munkatétel
ha F L elmozd. — egyenl. kérmozgas — v nem

valtozik = E _ sem valt.

mozg

legyen az elmozd.-ra - F munkaja nulla !

altalanosan : Fscosa=F;s=Fs,=F-.§



teljestil-e a munkatetel az alt. esetre : )
lmvz2 —lrnvl2 = l(\72 +v)(V, —V,)m=F- Ar

2 2 2 \ ,
- ’ ' — igen !

— ~ —

= At-a

/F :

- ~ 2N v )

o M
Ar AT F
e . .2 2
(V2+V1)(V2_Vl)—Vz‘Vz_M“LN_Vl'V1—Vz — Vi

munkatétel még egyszer :
a tp.-ra hato eredo ero altal végzett munka a tp.

Kin. energiajanak megvaltozasaval egyenlo
W>0e¢es W <0 1s Iehet !!!

ha tobb er0 hat a tp.-ra : ) )
W=(F +F,) - Ar=F -Ar+F, - Ar =W, + W,

pl. : miert kén.n;/ebb huzni egy kocsit a homokban,
mint tolni *



ha F # allando, vagy a mozgas palyaja nem egyenes :

B L 5

pl. : menny1 a vsz. helyzetbol 0 kezddseb.-el indulo
fonalinga sebessege a palya legmeélyebb pt.-jan ?

W s = 0, mert - a palyara i F;I

_ , _ _ ; g

Wityers = ZmMgAsg = mgxAh, = mgh | | o
AE —lm-vzz—lm-Ozzmgh+O '

mozg o 7



pl. : menny1 munkat végez az egyik végen rogz. rago,
mig a masik végehez rogzitett testet az x

P helyzetbodl az x, egyensulyi helyzetbe viszi ?
“ w o OO =xg) _ke(xmxg)- (X)L
2 2 2

O 4 4
XX : W > 0, akar x<x,, akar x>X,, !

pl. : mekkora munkavégzés sziikséges ahhoz, hogy egy L
hoszusagu szoget teljes hosszaban betisstink faba, ha a
benyomashoz sziikseges er0 F = k'x alakban fligg a szog
faban levo x hosszatol ?

AW = FAX = kX AX = W~ AW

L 2 2 2
N R G D
0 2 2

2
X

2

L L
W=[dW=[dW = [k-x-dx=k-
0 0




munkatétel tomegpontrendszerre :

a tp.-rdsz. V tagjara érv.-nek vessziik a munkatételt
a tp.-rdsz. kin. E-ja : 1

Emozg = ZEmozg,i = ngivi

a tp.-rdsz.-en végzett 0sszes munka : W, =Y F 4%
//‘

az 1-edik tp.-ra hato eredo F
(kiilsO + belso)
=E

\44 - E

0SSZ mozg,vegso mozg,kezd

(megkaphato az egyes tp.-kra vonatk. munkatételek
Osszeadasaval)

de a merev testeknel ,,baj” van :
a belso eroket nem 1smerjuk

merey testeket ld. kesobb ...



teljesitmény, hatasfok :

A [ J
R\ P:IimA—WEdﬂEW [J/s = W]

At A—0 At dt
W, kW, MW, mW,...
(LE) |

P

Ws =1J, Wh, kWh
( munka )

ha F (F) eré — a (@) gyorsulas — v (V) ill. Av (4v) —

dW =F.df — P:d_W:F-dr =F-v
dt dt

= pillanatny1 teljesitmény

\%Y
hasznos < 1 '”

=W
befektetett



egyszeru gépek : = eroatvitel eszkozok

kisebb erovel (,,erdlkodéssel”) tudjuk ugyanazt a
munkat elvegezni

pl. : lejtd, emeld, €k, hengerkerék, csigak, stb ...
pl. : egy 100 kg tomegl nagy ladat 1 ember egyediil

akar feltenn1 1 m magasra : w
)

(N
- |1m N
;
kvazisztatikusan emeli - F=G ; F' = mgsina :

W =F-s=mgh W =F"s' = mgsina - h/sina = mgh



W =F-s=mgh W =F's' = mgsina - h/sina = mgh
— =
ugyanaz, ha NINCS veszteseg

mivel kvaziszatikusan emeli :
AEmozg =0 WkﬁlséS — Wbefekt - Whasznos

{ >
//’,’.: Wbelsc’S ) ‘\
csak merev, nyujthatatlan testekre,
ha pl. rago 1s van, akkor nem 1gaz !!! !

W T Wi+t Wy =Wy — W, = Wi =0
Wi =W, =0

l

n =

Whasznos < 1

Wbefektetett



belso erdket az érintkezo feliletek fejtenek ki
egymasra:

- ezek normalis komponenseinek X munkaja = 0;

- a parhuzamos komponensek X munkaja 1s 0, mert a
feluletekre hato erok egyforma nagysaguak +
ellentétes 1ranyuak (,,ellenrdk™); a surl er6 munkaja
pedig mindig negativ

végeredményben :

,,amit nyerunk a réven,elveszitjik a vamon”, vagyis
ahanyszor kisebb erovel dolgozhatunk, annyiszor
hosszabb tton kell a terhet mozgatni

+ ha van surl. 1s, akkor még hosszabb

tovabbi egyszerti gépeket 1d. késobb...
(merev testek utan)



potencialis energia :

munkatetel tp.-rdsz.-re :
AE =W

kin,teljes

+ W

munkatetel deformalhato testekre : X W4 o 7 0

(mert a test egyes tomegpt.-jai kozeledhetnek-
tavolodhatnak egymashoz)

|

Wkiils6 erok ;é AEkin

= a munkatetel nem teljesul ?!

kiilso erok belso erok

pl. : egyik végeén rogz. rugot huzunk :
kvazisztatikusan + a huzoero egyre no



~ 0
de van munkaveégzes !

((akkor 1s 1gaz, ha m, ¢ << M, 1yg st » SKKOT @ TUEO
2 vegere hato erok kozelitdleg egyforma nagysaguak
¢s ellentetes iranyuak — a rigd mozgasa majdnem
egyensuly1 allapotokon keresztil tortenik

ilyenkor érvényes az F_. . =-k'Ax erotorv.!!!)

kvazisztatikusan = AEkin,rﬁgé

rugo
nyyjtsuk 1lyen feltetelek mellett a ragot :
X, — 10l X hosszusagra: = F (x)=-k(x-X,)

W' (xp = %)= ][ F(0)Jx = k- ] (x—x0)dx = S (x—x,)°

X0 X0 2

m1 hizzuk a ragot, ez az altalunk a ragora kifejtett erd

. : : -F (x) = k(x-x
Osszenyomasra hasonloan ! (%) (X-Xo)



a kinyujtott rugo ugyanennyl munkat tud végezni a
raakasztott testen, mig x, — ba visszaviszi :

W(x —Xx,) = fFX(X)dXZE(X—XO)2 =W (x, = X)

l

a rugo altal a tomegponton (testen) végzett munka,
mikOzben egy tetsz. x, helyrol x,-be viszi :

F

W(x,—%,) = W(x,—X,) - W(X,—%,) | %\

O >
X; X, Xp X

U(x) := W(x—X,) = W (x,—X)
\

az a fgv., am1 megadja, h. menny1 munkat végezne a
rago a testen, mig kvazisztatikusan x-bol x,-ba vinné



linearis rugora :
U(x) = W(x—x,) = W (x,—x) = ¥k (X-X,)

tetsz. X, — X, elmozd.-hoz szuks. munka :
W(x,—X,) = U(x)) - U(x,)

nem linearis F (X) esetére 1s €rv. !

munkatéte]l = AE,. = W(x,—X%,) = U(X,) - U(x,)

ha nincs surl. !!!
Ek,z - Ek,l = U, - U,

Ek,LL U= Ek,2 + U,

(I 4 ® f‘ |4 rr 14 4
potencialis energia = munkavegzo képesseége van

(mert az alakja eltér az egyensulyi alaktol)



0sszes energia = mechanikai energia = Enoze T Epor

energiamegmaradas torv. : csak biz. feltételekkel !
Enoze T Epot = Egze T E

mozg mozg pot

kezﬁetl végss

1doben allando

tehat : munkatéte]l = energiamegmaradas

pl. . rugon rezgd testre masképpen :

1 A*
X—Xg=A-SIN(t) b v =A-@-cos(wt) == | E; :Emv2 =7ma)2 .cos” (at)
2
E o =lk(x—x0)2 _A -k -sin” (at)
2 2
. k

E.=E,+E :%-k-[sinz(a)t)+cos2(a)t)] G CS a)zwf——»m-a)zzk
m
=1




A 5 5 A’
E.=E,+E :T-k-[sm (wt) + cos (a)t)] — Etot:Ek+Epot:7 k = all.

=1

S— _
—

= energlamegmaradas !

pl. : két tomegpont (test) Osszekapcsolva egy ragoval:

belathato, hogy
(Ekl T EkZ T Epot)kezd (Ekl T Ek2 T Epot)veg

a rugo csak akkor végez munkat, ha a 2 tomegpont
egymashoz kepest elmozdul, mert F ,,, mindig
parhuzamos a2 testet 6sszekotd egyenessel — a
rugoero centralis ero

pl. : a gravitacios kolcsonhatas pot. energiaja :

F .. 18 centralis er6 — hasonlit F ; - hoz

grav



F . 18 centralis erd T hasonlit F ;,, - hoz

E . @ gravitaciora 1s hasonloan telirhato :

Iy

/’ U(r) = W(r —r1,) = [Fy,dr

az a munka, amit a grav. er0 végezne a két
tomegponton (testen), mig azok az adott r relativ tav.-

bol a null-helyzetnek valasztott r, relativ tav.-ra
mozdulnak l

hol legyen a null-helyzet :

rugonal az egyensulyi hossznal volt :
tetsz. X, — X, elmozd.-hoz szuks. munka :

W(x,—X,) = U(x,) - U(X,)

ha mashol valasztottuk volna a null-helyzetet (x,') :
U'(xX)=W(x—x, )=W(x—x,)+ W(x,—X,)=U(x)+all.



U'(X)=W(x—x, )=W(x—x, )+ W(x,—X%,)=U(x)+all.
|

a pot. energia csak egy additiv konstans erejeig
egyertelmi !

tetszOlegesen valaszthato

Fold — masik test grav. kolcsonhatasa esetén :

nullhelyzet célszertien lehet - a végtelen tavoli pt., v.
N~ - a foldfelszin
— grav. kolcsOnhatasnal nincs o.
T veges tav., ahol F =0 lenne
(ragonal volt)

egyeldre figgdben hagyva a null-
helyzet valasztast —



menny1 munkat végez a nehézsegi erd, mig a tomeg-
pontok r tav.-bol ry-ba mozdulnak :
mivel vonzoerd0 — har>r, — pozitiv munka
k ha r <r, — negativ W

W(x,—X%,) = U(x,) - U(x,); munka = erd x elmozd.;
F. . =-ymM/r’ l

grav
U(r) = 11m ZF(,O1 )Ar, = j Fdr = —| mM _mM(l_ij
rooT,

tF v - ij(l_ij




11 j __ tehat ha a nullhelyzetet r,-ban

U(r) = —ymM| - — — i
) ==m [r r valasztjuk :

1 1 1 1 1
U(r) = —ﬂnM[— — —j = —ymM — + ymM — = —ymM — + const.
r T, r I, r

Fold — masik test grav. kolcsonhatasa esetén :
a nullhelyzet célszerlien a foldfelszin (a foldsugar)

I 1
— —_— A 1 1
Y= mM(r Rj e )
(itt r-t a Fold kozéppt.-jatol mérjiik) R | .
/| ~ ymM
SCTE DR B
mive r R+h R 1+bs



] ] 11 (b << R ] 1(1 hj 1 h
— = = . — —_ —_ —_ | = —
r R+h R l+by ©P /R R) R R

1 1 M
U:_MM(;_Ejszmh mgh — U = mgh

g

de ezt ugy 1s meg lehet kapni, h a nehézségi erd az m
tomegl testen mgh munkat végez, mig a test 4
magassagbol () magassagba siillyed

(vagy m1 veégziink a testen mgh munkat, mig 0-rdl /4
magassagra emeljuik)

a Foldtdl nagyobb tav.-ra (ha g # all.) a nulhellyzetet
inkabb a végtelenben valasztjak : M

U=—y——
r



grav. pot. energia = helyzeti energia

ha a két test koziil egyik a Fold (M >> m), akkor ez
allonak tekinthetd :
,,a m testnek van helyzeti energiaja”

de nem szabad elfelejten :
a pot. E a KET test kozos tulajdona

pl. . adott magassagbol elejtett test mekkora
sebesseggel csapodik a foldbe ?

pl. : menny1 lesz a h magassagu lejtorol surlodas-
mentesen lecsuszo test vegsebessege, ha a
kezdOseb.-e 0 volt?

pl. : a Fold felszinérol egy testet nagy v, kezddseb.-el
figg.-en felloviink. Milyen magasra jut ?



a Fold felszinérol egy testet nagy v, kezdoseb.-el
fligg.-en felloviink. Milyen magasra jut ?

mM , mM 1 9 mM
U=—y— ¢sr=R — —y—+—mv, =-
4 r ! R o Y 7/R—|—h

||—II

h

pl. : mekkora kezddseb.-el kell felloni, hogy ne essen

vissza ? |
ha az 0ssz E a kilovés pillanataban < 0, akkor lesz o. tav.,
ahol a test seb.-e 0 lesz —  hogy ne forduljon vissza :

mM 1

2
—y—+—mv, =0
> -
‘/ 1/2gR~11k—m R 2

masodlk kozmikus sebesseg



pl. : fonalinga :




a pot. E altalanos def.-ja; konzervativ erok :

2 tp. kozotti koles.hatashoz csak akkor lehet E

def., ha a tp.-k kozott hato er6 CSAK a 2 tp. relatlv
he yzetenek fgv.-e, ekkor :

E=azaW, amit az egyik tp. végez a masikon ES a
masik az egylken mig adott helyzetbdl a
nullhelyzetnek megftelelo rel. helyzetbe mozdulnak :

I

U(F)=W(r > T1,) = [F@)dr
/ I

relativ helyzet !

(ragonal volt : ugyanez a W megkaphato ugy 1s, h. ha
az egyik tp.-ra uliink €s onnan n¢zziik a masik
hozzank visz. elmozd.t)



az UM =W({E -1 = rff?(f)df def. csak akkor egyeért.,

ha a kolcs.h. erd muﬁkéj at egyert. megszabja a kezdo
es vegso helyzet, fgtl. attol, h. milyen Gton jut r -bdl
f0 -ba
haeztel]. — JE !

SN~ -
—_—

l

W1 — 1) =U(f)-U(r)

a munkatetelbol : U, - U, =E,, - E,

|
U +E,=U,+E,

teljestul a mech. E megm. tétele !



valoban fgtl. a W az uttol ?
rugora; grav. kolcs.h.-ra:

V2 esetben F csak a 2 tp.
tav.-tol fugg
¢s F centralis

az utakat kis As elmoz-
dulasokra bontva:

az elmozd.-k ero-iranyu
komponense megegyezik

!

a végzett munka a két uton megegyezik

1

V centralis er60hoz rendelheto pot. energia (pl.
Coulomb-er6hoz 1s), de mas kolcs.hatashoz is lehet !!




(pl. torz10s 1nga esetén, ahol forgatOnyomatek vegez
munkat, ami csak a test kezdo- €s véghelyzetétdl

fligg)

konzervativ kolcsonhatas :
ha a végzett munka csak a kezdo- €s veghelyzettol

fugg, azaz 0. kolcs.h. amihez 3 E ||
az 1lyen erOket konzervativ erok-nek nev.

pl. F,, nem konz. !

sur
tomegpontrendszerre :

ha a tagja1 kozott (paronkent) konz. kolcs.h. van :
energlatétel : > E nozgi + 2 Eporyj = allando

S

egyes tp.-k mozg.E-ja az 1,] paros kolcsonhatasi pot E-ja



E -t ugy 1s szoktak def., mint azt a munkat, amit kell
vegezni a kolcsonhatasi ero ,.ellen¢ben”, mig a
nullhelyzetbdl az adott helyre vissziik:

I -

P :
J dr =— J Fkélcsénhatési - I Fkt')lcsénhatésidr — U(I’)
i I

az ero0 meghatarozasa a pot. E-bol :
elobb F(r) — U(r)
most U(r) — F(1)

T

ismerni1 kell a tomegpontok (testek) kolcs. helyzetet,
ill. egy adott, kiszemelt tp. helyzetét :

a tp.rdsz.-re U(t),., = atp.-k kozott1 pot.E-k 0sszege;
erteket a tp.-k relativ helyzete egyert. megszabja egy



additiv konstans erejéig !!! (1d. korabban)
de : U(®ws- ben 7 a kivalasztott tp. helyzetét jelolr
viszont U a rdsz. tObbi tagjanak helyzetétol 1s fiigg !

mozditsuk el gondolatban a tp.-t & -el (= virtualis
elmozdulas) — U(®F) — U + ot)

a pot. E csokkenése = a rdsz. tobbi tagja altal a tp.-on
Végzic}f/fnunkéval — U(F) - U(T + %) ~ FoF = Fg|oF]

pozitiv, ha U(r+dr) < U(r) F. = Jim S0 oD = U)
és negativ forditva T &0 51

ha végigprobaljuk az 6sszes lehetseges or elmozdula-
sokat, megkapjuk az F-nek tetsz. iranyt komponens¢t

az erOkomponens <0, ha az elmozd. U novekedésével
jar, ¢s forditva



az az 1irany, amerre mozdulva a legnagyobb pozitiv

erOkomponenst kapjuk, az erovektor iranya

— az er0 abba az rranyba mutat, amerre mozditva a
pontot, a leggyorsabban csokken a rdsz. pot. E-ja

pl. : mekkora a testre hato erd egy adott z-helyen ?
R4

mgz a rugo pot. E-ja :
, 1 |

a test helyzeti E-ja: U, =mgz
(nullhelyzet az origdban)

A

1 2
Uteljes(z) ~ Uteljes (Z) — Ekz +mgz
Fold 4 tp.-ra hato F___,, z-komponense:
Fz(Z) =—lim U(Z T 52) _U(Z) — _d_U — k7 —mg

5z—0 o7 dz



merev test egyensulya, forgatonyomatek,
impulzusmomentum (= perdulet) :

vektormennyiség momentuma :
impulzusmomentum = L =1Xxp

—_

forgatonyomatek = M =7 x F
tomegpont perdulete :

Kepler I. : a bolygdk ellipszispalyan mozognak ...
Kepler II. : a Naptdl a bolygdhoz huizott vezérsugar =
1d0koz0k alatt = teruleteket surol :

v 1dOegyseg alatt surolt teriilet =
= teriiletsebesség =

_dt_ f ~ A—f = allando

@;@‘
AR A = — =
i\ dt At
a Fold sebessege legnagyobb P-ben
(januar 3-an), legkisebb A-ban




- 1 — — rr 14 4
f =—7xv merodleges a palyasikra
2
— A teriilete = 2a'bsiny, + irdny a jobbkeéz-szabaly szerint

—
.

ha adott a tp.-ra (bolygora) haté erd — menny1 f
valtozasi gyorsasaga ? :

d_f_hm 1 (F+AD)X (T +A0) - FxV]
dt 4o 2 At

1 |. AV Ar . ArxAv I . - 1
= lim —-| T x + T xV+ = —-[rxa+\><+0]:_
At—0 2 At At At 2 ;
P
vektori szorzatot derivalva : a=—(N.II =_— 1T
ﬂ m( L) 2m
ifzi(lfxfszli(fx?)z
dt dt\ 2 2 dt =
L IXV+IXV —l(§x§+fx5)—lfx5 VagYiS . = : IxF
2 2 2 " dt 2m



—

Vagvis : SN IxF
gy1s - dt 2m

—_

F aNap felé mutat, igy ¥ || 7 — #xF=0 — f = 4l

R

f 1ranya 1s const. — a palya sikja 1s allando

ez éppen Kepler II. torv.

centralis ero = a tp.-ra hato erd hatasvonala mindig
atmegy a koord.rdsz. egy adott pt.-jan (pl. a Foldre
hato grav. er0 mindig a Nap fel¢ mutat)

!

igy Kepler II. masképpen : centralis eré hatasa alatt
mozgo tomegpont teriiletsebessége allando



egyuttal megkaptuk az impulzusmomentum tételt
tomegpontra :

[iltf : fxle} — i[Zm-fj:i(fme/)zi(fxf)):fxf::M

2m dt dt dt /
L=7x P
— g v
dL -
perdiilettétel : S
dt

ebbol visszakapjuk a perdilletmegmaradast :
ha M =0 — L = 4llando
(pl. centralis eronel)



perdiilettétel pontrendszerre :

tp.rdsz. perdilete = az egyes tp.-k perdiileteinek

0sszege :

L=YL,
dL _dL, )
. — =
az egyes tomegpontokra : dt dt
AL o N AN dL
—=M,+M,, + M5 + el o} ¥
dt 1 12 13 i > M.
L, - - -
d_t2:M2 + My, + My, +...
/ stb...
kulsd forgatbnyomatekok (mint impulzustétel)

belso forgatonyomatekok



zart tp.rdsz.: VM. =0

ha még a belsd erokre F.. = -F.. (N.IIL.torv.) mellett az
i1s teljesiil, h. k6zos hatasvonajluak akkor M;; = -M;; 1s

teljestil /

d—L:zMzo
o
L = allandd

vagyis zart tp.rdsz. teljes perdiilete allando

pl. : naprendszerre 1gaz
pontszerl, elektromosan toltott testekre 1s 1gaz

de :



nem zart tp.rdsz.-re hatnak kulso forgatonyomatekok :

dL —
M.
dt R

ha a belsO forgatonyomatckok nem ejtik k1 egymast
paronként : pl. egymasra - magnesek, ekkor nem
centralis erok a belsd erok

. p |
2797 — 1d késobb...

A@ L

fu



pl. : fondlinga még egyszer :

/ perdiilettetel )

. " - - . F\ (kényszererd
—t =M cS L= ‘L‘ =m:- f -V ; V — E(D k=£-sing = kOteIerO)
imév=£m€-€w=m€2d—w=m€2¢:M m-g

dt dt dt j (szabaderd)

M 2‘1\7[‘ :—m‘g‘-m-singo:—mg-k

/

—

mézéb:—mg-fsinga

’

ugyanaz a diff. egyenlet, mint amit korabban kaptunk
a N.II.-n¢l !

(megoldast 1d. ott)



pl. : bizonyitsuk be Kepler III.-t :
(a bolygopalyak nagytengelyeinek kobel ugy aranylanak egymashoz,
mint a keringesi 1dOk négyzetei)

E .., = allando — napkozelben ugyanannyi, mint
naptavolban l

1 1 1 2¢
Em(vl2_V22):mM{a—c_a+c}:7mM 2 _¢?
_

+ feliiletsebesseg allando :
~T = ellipszis teriilete osztva teriilets

keringési 1d0

T _ abr — _ 2abr
;(a —C)v, (@a-o)T

- abr _ 2abrr
1 (a+c)v, (@+o)T




142’b°7z°| 1 1 2c
P (a—c)* (a+c)?

7

—~—

4ac(a?-c?)?
és ellipszisre :  b? = a*-¢?

I

2 _ LM = dllands

T® 4rx L
Kepler III.




merev test egyensulya, forgatonyomaték :

egyensulyban van < > nyugalomban van
v =all. v=_0

| I

ZE =0 — de foroghat! — ZMi — 0

ahol M = forgatonyomaték
o
J = ,,forgato hatas™

* M =,eroxerokar” = Fr
ﬂ ~ K tengelyre vonatk. !!
- .l M =ixF



tengely koruli forgas :
pl: ajtd nyitasa

csak akkor van forgas, ha
F hatasvonala nem megy
at a tengelyen

M, =F-k
erc’Skar—J

rogzitett teng. korul forgd merev test a tengelyre merdleges
sikban hato er0k eseten akkor van egyensulyban, ha a teng.-
re vonatkozo forgatonyomatekok algebrai 0sszege nulla



rogzitett tengely, tengelyre vonatkozo
forgatonyomaték :
egyetlen F er0 hatdsara akkor ¢s csakis akkor jon forgasba,

ha F-nek van a tengelyre - komponense ¢s hatasvonal nem
megy at a tengelyen

" az okozott f nem egyertelmu :
F'
— |a ZF ugyanakkora, ugyanolyan
i iranyu er6 masként forgat, ha

hatasvonala messzebb van a
tengelytol

nagysaga :
M_=kF

- ' Z Xy

V"‘{
b3
by

i
H]

1
at



forgatonyomatek eldjele :

k F M, pozitiv

~k F M, negativ

A
IF,: ha C%’F
, ha ‘;!;3
xy —
F

pl. ;. kétkart merleg, lipityoka,
benzinmotor, fogaskerek,
hengerkerek, ...



teng. korul forgathato testek
egyensulyban vannak, ha :

>M,, =0

(a jobbra ¢s balra forgato
nyomatekok 0sszege egyenlo)

terfogati er0k forgatonyomatéka:
1«

('/‘- 9 —
) + AL =gam; {Q\ HEH

2 M, =24G; -x; =2g-Am; - X; = g- 2 Am; Xy = g-m- Xy,

1 1




pl. : vsz. teng. korul forgathato test hogyan all be
egyensulyba ?

ha a tkp-ban van felfiiggeszztve, akkor a sulyero

forgatOnyomateka a tkp.-on atmeno vsz. teng.-re nézve nulla

pl. : a fonal megvaltozott irannyal, de azonos
nagysaggal tovabbitja az egyik végére hato erdt :

@




emelO-tipusu egyszeru gepek : emelo, csiga, henger-
kerek, fogaskerek- €s szij attetel (pl. sebesseégvalto)

pl. : karos mérleggel tomeget mérink :

mgl, =mygt, — mt, =myl,
egyensuly esetén:
ha a karok egyenlOk, akkor a tomegek 1s egyenldek

a sulyarol nem tudunk biztosat, mert az fligg a
foldrajzi helytol !!!

mereyv test egyensulyanak altalanos feltétele,
pontra vonatkozo forgatonyomaték :

ha a merev test egyetlen pt.-ban van rogz.ve, akkor
egyetlen koncentralt erd hatasara akkor marad
egyensulyban, ha a hatasvonal atmegy a ponton



ekkor az erOnek tetsz., a forgasponton atmernd teng.-
re vonatk. forgatonyomateka nulla

elmozdulas, ha F hatasvonala atmegy a
eréhatis 7 forgastengelyen (erdkar = 0)

T elfordulas, ha nem megy at (van
erokar)

ha tobb erd hat == egyensuly van, ha az erdk
forgatbnyomatékainak eredoje
nulla >

ez tomoren megfogalmazhato a pontra vonatkozo
forgatonyomatck vagy forgatonyomaték vektor
segitsegevel :

—

M =FxF



az M =T7xF vektor komponensei az egyes
tengelyekre vonatkozo forgatonyomatekokat adjak
pl. a z-tengelyel parhuzamos komponense:

, M, =7, xF
ennek nagysaga: 20Xy Ty

M, = ‘MZ‘ =T1,, " Fyy sina =k-F =1, -F,,
M, a z-teng. irinyaba mutat, ha
I,,» Fyy €S a z-teng. ebben a
sorrendben jobbsodrasu;

¢s ellentétes 1ranyu egyebkent

skalarkomponensekkel:
M, =xF, —yF, = 5

(hasonldan a tobbi komponens 1s) 7 2|




ha M = 0, akkor barm. irdny( teng.-re vonatk. vetiilete
isnulla = Vire M. =0(0=%,Yy, z)

l

rogz. pont kortl tetsz. forgathatdo merev test
egyensulyanak szikseges ¢€s elegseges feltetele:

a testre hato kulso er0knek a forgaspt.-
ra vonatk. ered0 forgatonyomatéka
nulla legyen : SM. =YF xF =0

espersze F_ .. =01s!

eredo

egyensulyban van;
V F-t tudunk mémi —




egyensulyban van; V F-t tudunk meérni :

nincs kényszerekkel eloirt
forgaspont v. tengely, de

ZMi :Zi:ixl_‘:}i :O

ekkor 1s 1gaz, mert ha a
testre hato eroknek vmely
O pt.-ra vonatk. > M. =0

akkor barm. mas O' pt.-ra vonatk. > M, =0 is telj.

bizonyitas: HF




milyen erOvel nyomja a rad a tamaszt €¢s milyen
erovel huzza a kotelet?

eropar, koncentralt forgatonyomaték :
—_— F
_fe—— 2F=0



SYF=0 = csak forgatonyomatéka van (csak
forgatni tud)

az eropar forgatonyomateka V pontra ugyanannyl
M—rle +1‘2><F2 —rle + 1, X ( Fl)—rle r2><F
—(r1 _rz)XFl =T xF, =T, xF,

anagysaga : M = ‘1\7[‘ =F-k 1rdnya: jobbkézszabaly



isik pl. :
Masix p magnestli homogeén magn. térben elfordul

de a magn.tlire hato forgatonyomatekot nem lehet
felbontan1 erOparra: ha a magnestiit ketevagjuk, akkor
megint nulla eredd erdt €s veéges forgatonyomatekot

kapunk

a magn. tolteseket nem lehet szetvalasztani, a
magnestll V kis darabjara 1s csak forgatonyomaték
hat, nem pedig erd w

= koncentralt forgatonyomaték
(nem lehet erOparra visszavezetni)

pl. a torzi0sszal 1s csak forgatonyomatékot fejt ki a
raakasztott testre



erorendszerek ekvivalens helyettesitése

1Smétles:
térfogati erok
feluleti erok

vonalmenti eloszlasu erdk
pontban koncentralt er0k

merev testre haté erék —

e térfogati erok: a teljes térfogatban hatnak, a ,,terek” altal kifejtett erOk (gravitacio,
elektrosztatikus, magneses erdk). Ezen beliil a tomeggel aranyos a tomegerd
(grav. €s nehézségi erok)

« feliileti erok: rovid hatotav., feliileti €rintkezeés utjan fejtik ki hatasukat
(keényszererdk, surlodasi erd, kozegellenallas)

* vonalmenti eloszldasu erok: 1gen kis feliileten (vonal mentén) érintkezd testek
kozott (pl. kés €le)

» pontban koncentralt erdk: igen kis feliileten (egyetlen pontban) hato rovid
hatétav.-u erdk.



tamadas pont: a testnek az a pontja, ahol a pontban koncentralt erd hat
(,,érintkezik™ a testtel)

hatasvonal: a tamadasponton atmend, a pontban koncentralt erd vektorral
parhuzamos egyenes

B

erorendszerek redukalasa, osszetevése:

ckvivalens helyettesites = a helyettesito eronek ,,ugyanaz a
hatasa”, az er6 egyenl0 az erérendszer eredojevel ¢s a
forgatonyomateka Isugyanaz =—> hatasara a merev test
ugyanugy fog mozogni

1. pontban koncentralt er6 helyettesithetd ugyanolyan iranyu, nagysagu ¢€s
hatasvonalu erdvel
[hétkoznapi nyelven: pontban koncentralt eré a hatasvonala mentén eltolhato|
(nem valtozik a merev testre gyakorolt hatasa: se a tkp. gyorsuldsa, sem a
forgatonyomateka)



2. 2 ero ereddje: két koncentralt erd helyettesithetd egy olyan erdvel, amely a 2 erd
0sszege ¢€s amelynek tdmadaspontja a két eredeti erd hatasvonalainak

metszeéspontjaba esik




2/a. tobb eroé ereddje: a merev testre hato tobb erd helyettesithetd egyetlen pontban
koncentralt erovel. Az eredd erd hatasa ugyanaz, mint a tobbi erd egyiittes hatdsa

tobb erd ereddjét az eldz0 pont szerint lehet megkereseni, 1épésrdl 1épesre, de ez
az eljaras nem hasznalhato parhuzamos vagy kitérd hatasvonalu erdk esetén



3. parhuzamos erok eredoje:

ellentétes irany1, egyforma nagysagu, kozos hatasvonala erdk ereddje: 0

l -

barmely erdrendszerhez hozzaadhatunk egy F é —F segéderdkbol allo rendszert

F,"és F,' ered0jének
megszerkesztéschez
felhasznaltuk a 2.
szabalyt

eropar eseten nem hasznalhato !



parhuzamos, egyiranyu erok ereddje:

parhuzamos, nem kozos hatasvonalq, ellentétes iranyt, egyforma nagysagu erdk:
eropar



koz0os pontban hato, tetszdleges 1ranyu erokbol allo
erOrendszer mindig helyettesithetd egyetlen, pontban
koncentralt erovel.

erOparnak nincs ekv. eredgje, csak
masik erdparral helyettesitheto :
ugyanabban a sikban fekvo |
erdpar, ugyanolyan forgasiranyu
¢s k'F' = kF ”

legaltalanosabb erorendszer ekv. helyettesitheto egy

er6esavar-ral = 1 erépar + 1 ra -+ erd
nem kozos pontban hato, tetszoleges iranyu erokbdl allo
erOrendszer mindig helyettesitheto egyetlen erOcsavarral

sulypont :
keressuk a test sulyanak (térfogati erd!) ekv. ereddjet



vizsgalt test

X €s 'y teng.-k a vsz. sikban,

a testet kis Am, darabokra bontjuk, az i1-edik db
sulyanak forgatonyomatcka a 3 tengelyre :

12

az eredo forgatonyomaték komponensei :

M, =-g2Anyy;, M, =g2Amyx;, M,=0



az ekv. ered0 = G = m'g, ennek forgatonyomateka :
M, =-gmvy,, M, = gmx, M, =0

N\ .

az ekv. eredd keresett tamadaspontjanak koord.-1

XX Am, 2. y; - Am;

X s Ys T
m m

z, hatarozatlan marad, ami termeszetes, mert az ekv.
eredd hatasvonalanak V pt.-jaba helyezheto

ha a testet mas helyzetbe hozzuk, az ekv. eredo
hatasvonala mas lesz == a testnek vegtelen sok
sulyvonala van

ezek egyetlen pt.-ban metszik egymast, a tkp.-ban =
sulypont



ha a test nem tul nagy, vagyis a térfogatan beliil

g nagysaga ¢s 1ranya mindenhol egyforma, A, Ams
akkor a grav. er0 helyettesitheto a test tkp “ban Amy L iy
hato egyetlen (pontban koncentralt) er6vel: A ] Am,
n : v
G=2Am;-g=m-g G=mg
i=1

sulypont: az a pont, ahol a neh¢zségi erd koncentralt ereddje
tamad (homogeén grav. térben egybeesik a tkp-al)

sulyvonal: a pontban koncentralt nehézségi erd hatasvonala
(mindig figgdleges), atmegy a sulyponton:

PN

sulypont meghatarozasa:

e kiserletileg
G=m-g . ,
YG=mg szerkesztéssel

sulyvonal sulyvonal

pl. : test (vonalz0) sulypt.-nak megkeresése felfliggesztessel



tomegpont impulzusmomentuma : L=rmv (=rp)

=, forgasi impulzus” ( L=txp )
perdilettetel : % =YM=0

L =alland6 = periiletmegmaradas

—

ha a tp. korpalyan mozog: v=aoxrt
L=m-TxVv=m-Fx(&XTF)=mr’®d
ekkor a perdiilettétel : L=mr’f =M

(analog a tp. mozgasat leiro N.I1.-vel)

az mr? mennyiség ,.felel meg” a tomegnek:
“— tehetetlenségi nyomaték: © = mr?

tengelyre vonatk.-va: M, = @B,



perdiilettétel pontrendszerre :

tp.rdsz. perdilete = az egyes tp.-k perdiileteinek
0sszege :

Vo
dL _dL,)
. —=2
az egyes tomegpontokra : dt dt

dL, o < ¥ dL
— =M, +M,, + M, +...
dt 1 12 13 >

dt
stb... )

||

<
(\®]

_I_

<
o

_|_

<
0

_|_




palya- és sajatperiilet :

a perdulettetel attekinthetobb
alakba irhato, ha a teljes perdiiletet
ket tag 0sszegere bontjuk :

egyik a tkp.-ra vonatk. perdulete, a
masik pedig a tkp.-nak az eredeti
pontra vonatkozo perdulete \__~

f=f 4T — V=7, 47, tkp.
L=t xmyv,=m;-(f, +5 )x (V. +V; ) =

- /)
~

a tp.-nak a tkp.-ra vonatk. perdilete _J



a teljes perdiilet =
L= Zii =T, X(Zmi)ffc +1, meiT/i' +(Zm-f')>< V. +3F xm.V.

=1 s
m 0 0
I t
> m;v; > My,
’ m

a tkp. sebessege 1ll. helyvektora a tkp.-hoz képest

L=rxm-v,+21 xmv;, :Lpélya+Lsajét

a perdiilettétel kiilon érv. mindkét tagra :
dL. g
m=—

L Xxmv, )=V, xmv,+T, xmi, =T, x 2 F,
dt dt 0
= a tkp.-ba, mint tamadaspt.-ba kepzelt kiilso erok

forgatonyomatekaval




dL;, d

Fr (Zr- Xm;V; )zZT/i Xm.V: +) I xm.a,

YT

0

ha F 4 oreas 7 0, @ tkp. gyorsulva mozog
a.' az 1-edik tp.-nak a tkp.-hoz r6gz. von.redsz.-beli
gyorsulasa azaz a tkp.-al egyiitt halado von.rdsz.-beli
gyorsulasa == techetetlenségi eroket 1s figyelembe
kell venni : ezek a tp.-k tomegeivel aranyosak €s
egymassal H -k, mint a nehézségi erd. Az ilyen
erOrdsz. ekv. ereddje a tkp.-n atmendhatasvonala
koncentralt er0, aminek a tkp.-ra vonatk.
forgatonyomatcka 0, igy

m;-d; =F, +YF, +F, -thelyettesitve oda

1#]
a teh. er0k forgatonyomatekai osszesen 0-t adnak, €s
felt. h. a belsd erok forgatonyomatékai 1s kiejtik egymast



dL, d

dt  dt L
igy marad :
dL, __. -
= T X
dt 2%
vagyis:

a barhogyan gyorsulo tkp.-ra vonatk.perdiilet valt.
gyorsasagat megadja a testre hato valodi kiilso
erOknek a tkp.-ra vonatk. ered0 forgatonyomatcka



mereyv test forgasa rogzitett teng. koriil,
a forgomozgas alapegyenlete,
tehetetlenségi nyomatek :

rogz. teng. = clegendo a perdulet teng.-iranyu
komponensevel foglalkozni

ez elég a merev test forgasanak
leirasahoz, ha a teng. iranyanak
megtartasahoz sziiks. kiilso
forgatonyomatck nem ¢rdekel
minket =  poOrgettytik

(1d késobb)

¥4

legyen z-teng. = forgasteng. /

—_ 2 -
Li,Z — Aml ° I'i’Xy -




—_ 2 -

1,Z 1 T1,Xy
nagysaga :
— 2 | = 2
‘Li,Z — Aml : I'i,Xy : ‘0)‘ — Aml : I'i,Xy Q)
skalarkomponense 3 ,
Li,Z — Aml . I'i’Xy : C()Z — iAIIll . I'i,Xy -

+, ha @ ¢s z-teng. 11, €s
- ha o ész 1]

X

ateljes perdiilet: L,=YL,,=Y4m; r, &

vagy a kontinuum-modell szerint a felosztast végtelenul
finomitva :

L, = lim (ZAmi-r- 2-(?)) (hm > Am. -1, yzj-ﬁ)z@-ﬁ)

“ Am,—0 bRy Am. —0

@ = lim Y Am, -t yzzjr- ’dm —/

Am. —0 LXY



L =0 -0

L =0-w, €S
O a test tomegeloszlasatol fugg
kisérlet : tomor ¢s uires karika legurulasa a lejton

—_—

=0 -w

hasonlit a haladé mozg.-nal def. lendulethez :
m — tehetetlenség

® — tehetetlenseg a forgo mozgésraz

® = tehetetlenségi nyomaték
(z-teng.re vonatk. teh. nyomatek)

mivel merev test rogz. teng. korili forg. eseten © =

allando
\(‘ (0 &)= @——@,B

= forgd mozg. alapegyenlete



pl. : tomor korong tehetetlenségi nyomatéka :

R O=YAm, r,’ =
r ' 1 _m=pV=pR¥h
AV=2rndrh (=dV)
= ZPVi 'ri2 = ZPAV'I}Z =

R R
" = [p-r’dV = [pr’2rnhdr = p2nth [r’dr =
v 0 0

4 R

R* R*> 1

0 .
m

r 2
=p2th-—| =p2nth-— —0=pR“"th-— =-—m
P 4 P 4 \p .2 2

RZ

tres gytiril : © = mR?, %omb 2/5mR?, £ hosszusagu
0

palca kp.-jara : 1/ 12me3 és végére 1/3me2, stb. .



® = a forgato hatassal szembeni ,,ellenallas™,

tehetlenseg meértcke
( mint a tomeg a mozgato hatdssal szembeni tehetetlenseg mértéke )

Steiner tétele: @, =@, +m's? S
| = tkp.

a K-koord.-rdsz. z-teng. essen
egybe az Uj forg teng.-el, az x-
teng.-e menjen at a tkp on (—a
forg.teng az abra sikjara 1)

a K' koord.-rdsz. origoja pedig essen a tkp.-ba €s teng.-1
legyenek H a K teng.-1vel.

ekkor V Am, tomegpontjanak az 0j €s a régi tengelyektol mert
tavolsagai kozott




_ 2 2 _ 2 2 _
2 =x72+y?=x"s) +y"”=
S o) ) ' 2 —
=r;'2 + 2sx,' + 52

Osszefliggeés olvashato le

l

Z Xl "Ami

= a tkp.-nak a tkp.-t6l mert

M x-koord.-ja === nulla

—_ O, =0, tms*igaz



az impulzusmomentum megmaradasa forgasnal :

kisérlet : forgozsamoly sulyzokkal < piruettezo
_ korcsolyazo

G,

29 M=0 — @o-=Aill.

) Bsszehizza a karjait = © csokken

Z

o novekszik !
®, > O,

es forditva

/l



kisérlet : forgozsamolyon 1l6 ember forgd bicikli-
kereket kap :

kezdetben nyugvo zsamoly + a keréknek
felfelé mutato perdiiletvektora van

- tovabbra 1s nyugalomban marad
de ha a kerek tengelyét 180°-al elforditja, a
zsamoly fogasba jon
ha visszaforditja a kereket, megint megall

ertelmezes :
perdiilletmegmaradas :

Lyerd = 0101 =L, =

vég
= (®2+m152)a)2 -0,(o, - w,)

valamint : tornasz a nyqjton, f6ldon v. forgo-
zsamolyon 1l6 ember forgasba tudja hozni magat



fizikai inga :  korabbanvolt: _,. . |_©

m-g-s
)
" erre a teng.-re a forgd mozgas alap-
egyenlete :
tkp. 1\;[ - Of
M = -mg-s-sin@

O -f=—-mg-s-sSInp~-mg:S-Q

@.gb:—mg.s.gp

@ = @, -sin(ot + ) ahol w:\/m-@g-s

T:2_7z:2ﬂ\/ ©
0, m-g-s




torzios inga :

Ll

M = -k

\ hasonloan az elobbihez

\VM

T:27z\/§
k

részletesebben : 1d. tankonyvekben...




merev testek sikmozgasa :

sikmozgds === 3 szab. fok == az elmozdulas 3
adattal me_%adhato pl. a szogelfordulassal ¢s a tkp.-

nak w-ra — 2 elmozdulaskomponense¢vel :
may, = F,
may,, =k,
OB, =M,

vagy pedig :

a pillanatny1 forgastengelyre nézve :

®O.Bz — MO,Z




gordulés, gordulesi ellenallas :
v,a halad — N.II. :

F-F,=ma
forog — forgd mozg. alapegy. :
F'R=0P
€s : qQ = RB

tapadas vagy csuszas

l

tiszta gordules vagy csuszva gordules

vagy pedig a pillanatny1 forgastengelyre n¢zve :
HEF !



a gorduleés a valosagban :

ott behorpad =
gordiilési ellenallas

gépjarmuvek haladasa :

V >

a tapadasi surlodasi
erd viszi eldre a kocsit !




pl. : a) perdilettétel-lel:
z-teng.-re vonatk. teljes perdilet=

L_=m,Rv,+m,Rv,+O0=

}, =(m,R**+m,R*+0)w=
/ mR =(m,+m,+0O/R?)oR?
’ a kiilso erok forgatonyomatékanak
\\/ z-komponense=
m, =M,=m, gR-m,gR=(m,-m,)gR
[E — a perulettétel szerint:
m,; g M2 (m,-m,)gR=(m,+m,+®/R?)BR?
' és a=Rf} —
m,g l
m, —m, idealis csiga esetén m;, —m,

a=g - a=g 5



a) a dinamika alaptorvényevel: o

m, test:  m,a=-m,g+F,, ’ ﬂ
M test:  OB=F,R-F R l o R F,
1
kényszerfeltetel: a=R[3 g |m,
1
|
l M, g

ugyanaz a megoldas adodik

ha 1dedlis csiga = F, =F,,



csapagy-kényszererok, szabad tengely :

[ L1=L2:‘flXf’l‘:‘fzXﬁz‘:m'rw:mrzcosa'w
K,
Sm L=L,+L,
Ll
L=0,+0, | \ az L egy o szogli kip mentén

m g
\ ) korbejar
LN S perdiilettétel szerint ehhez allando

’ forgatonyomatek kell :

Lo a z-teng. €s a szulyzo altal
U—&,  megszabott sikra -~ iranyu
ilyen forgatonyomatekot (erOpart) a csapagyak altal
kifejtett kényszererok tudnak kifejteni

ha a salyz6 4 vagy ‘ a teng.-el, akkor a kényszererdok

eltinnek =—= szabad tengelyek
atmennek a test tkp.-jan



forgasszimmetrikus homogen test szimm.-teng.-1
egyuttal szabad tengelyek 1s
a szimm.teng. koril megporgetett ¢s eldobott test
repulés kozben 1s megorzi a tengelyiranyat

pl. : diszkosz, megporgetett pénzdarab

kisérlet: fonalon megporgetett testek, lanc

porgettyu :

egyetlen pt.-ja van rogzitve, e kortil szabadon
elfordulhat V¥ 1ranyban (a teng. fuggoleges)

eromentes porgettyu :

a testre hato kulso erok forgatonyomatcka a forgaspt.-
ra n¢zve 0

pl. : ha a testet a sulypt.-jaban tamasztjuk ala, vagy
ilyen a szabadon eso ¢s forgo test 1s



ha egy erOmentes porg.-t ugy inditunk el, h. ® H
vmelyik szabad teng.-el == © 1s ¢s a forg.teng. 1s

allando lesz | |
stabil a forgas a legnagyobb ¢s legkisebb tehetetlensegi

nyomatéku tengely kortil;

labilis a forgas a kozépso tehetetlensegl nyomateku tengely
kortil

ha nem = forgatonyomatck kellene az allando
teng.-hez == a forg.teng. nem lesz allando

pOrog a szimmetriatengelye kortl (szabad tengely) €s
a tengely 1s ,.korbejar” — nutacio
porgettyll mozgasa forgatonyomatck hatasa alatt :

ha a porgettyll nem a sulypontjaban van alatamasztva :
a sulyerOnek forgatonyomateka van 4



kisérlet : megporgetett biciklikerck madzagon

a tengely ,,korbejar”
a vsz. sikban

l

precesszio

porgettyl alkalmazasa: pl. porgettytlis iranytt



a perdiilet megmaradasa utkozésekben :

1d. a gyakorlaton...

rugalmas

/\

utkozes
rugalmatlan



Goly6 dobozban

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.



Rugalmas egyenes utkozés 1.

/@
&

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.



Rugalmas egyenes utkozés 2.

Visszalépés: «—

p
<

ms

||

Kilépés: Esc.



Rugalmas egyenes utkozés 3.

</

Visszalépés: «—

p
<

ms

||

Kilépés: Esc.



Rugalmas ferde utkozés 1.

.
4

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.

ms



Rugalmas ferde utkozes 2.

Vi

Visszalépés: «—

.
4

Kilépés: Esc.

ms



Golyo6 rugalmas utkozése ruddal

v.=0
2 u,

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.



munkatétel merev testekre :
1 L. .
E oze = 2 Eimorg = ngiviz = a tp.-k mozg. energiainak 0sszege
Wi =2 W, =X E 4t = a tp.rdsz.-en végzett munkak dsszege

a munkatétel szerint W, =E.., ~Eeq

csakhogy a belsd erdkrdl alt.-ban nem tudunk semmit
de merev testeknel egyszerisito felteveéssel €lhetiink :



ha a tp.-k kozott centralis erOk hatnak = a belsd
erok 0sszes munkaja nulla, mert

* a tp.-k egymashoz képest nem mozdulhatnak el;
 vagy ha az elmozdulhatnak, akkor az elmozd.-k
ellentétes 1ranyuak €s egyforma nagysaguak, igy az
egyik altal a masikon €s a masik altal az egyiken
vegzett munka egyenlo nagysagu, ellentetel elojelu
 vagy ha forognak, akkor mindkét munka nulla

tapasztalat szerint
a belso erok figyelmen kiviil hagyhatok

a kiilso erOkre: V erdt a tdimadaspt.-janak elmozd.-val
szamolunk

de sok er0 eseten ez bonyolult

l

n¢zzik a rogz.teng. koril forgd merev testet :



rogz. teng. korul forgd merev test :

kis A@ forgasszoghoz tartozo elmozd.
Ar = AT ; az er0 elmozd.-iranyu

komponense = F,=Fsina,—a  foyg.teng. No.
vegzett munka = W = (£)F Ar = | / -
()FsinacApr, = (£)Fr sincAp=* |\ °

M

* = (:|:)M A(P (T a forg.t. V pt.-jabol hiizott vektor, r, pedig a teng.-t61 - hiizott

T

+, ha M értelme megegyezik a szogelford.-val
de ez kifejezheto igy 1s:  w — np. 4 7

vagy : W =M Agp, ahol M, az M -nak a
szOgseb.-1ranyu komponense

vagy vektorosan : W =4i-F=(4¢x7)-F=4¢-(FxF)=45-M



ha tobb ero hat a testre :
W=3W =M, 45)=3(

—_

alt.-an, ha nem csak egy rogz. teng. korul fordulhat :

— hanem halad ¢s forog :

az F. er6 timadaspt.-janak elmozd.-t a korabbiaknak megf.-en
felbontjuk a tkp. elmozd.-ra ¢€s az e koruli forgasra :

At = A1, + Apx 1
a kiilso erdk altal Vegzett munka ekkor i’

W=YA4% -F =Y A% -F + Y (4px L) F, =
- i, -SF +ZA¢(ri XE, )= - 4%, + M, - A
= a tkp elmozditasara forditott munka + a tkp korili
elforditashoz sziikseges munka

sikmozgas eseten : W =F Asy  + My, A

tkp,o



a forgo mozgas kinetikus energiaja :
rogz.teng. koruli forgasra :
egy V pt.-janak sebessége =v. =r1,,-®

T
I (a forg.teng.-t8] L huzott helyvektor)

1 1
Emozg,i — EAmiViz — EAmirilza)z
1 2 1 2 1
Emozg,teljes — ZEmozg,i — EZ(AmiriJ_ a)2 ): E(Z Amirij_ )502 — 5@0)2
1
Eforg — 2@ . (DZ — Em =;III-V2

pl. : gordiilés = haladas + rogz. teng. koriili forgas :

1 » 1
E =2m-Vtkp +2®tkp.®2

m



a munkatétel igy g _ %@a)zz —%@a)lz =W=M, - Ap

mozg

alakba irhato

altalanos elfordulasra :

a tomegpont elmozd.-t felbontjuk a tkp. elmozd.-ra ¢s az e
kortli forgasra: At = Af + AGx T’ V. =V, +@XE,’

a tp. mozg. E-ja =
1 1 1
E : :Eﬁmivizz—AmV 2+2Am ru C() +V (a)XAmlrll)

mozg,i
mozg,teljes — Z Emozg i~ /

(ZAm V. += (ZAmlrlL'z)coz+Vc(a3x24\mifi')
m C 0 —

> Am.1.' = mt." atkp.-bél a tkp.-ba mutat6 helyvektor = 0

E




(ZAm )V +— (ZAmllrlL'2 )602 :lmvc2 +l@a)2

Emozg,teljes _ o 9
1 » 1
E = 2m ‘Vap T 2®tkp L@
4 T 4
halado mozg. forgd mozg.

a munkatétel erre :

AE o, = %mvczz —%mvcf —w=FA& [EF) )

a munkatétel az egészre :

a testre hatd 0sszes erd 0sszes munkaja megadja a test teljes
kin. E-janak megvalt.-t

1 1 1 1 -
AE | = —mvcz2 —Emvcl2 +§@a)22 —5@6012 =W=F-Ar, + M_A4¢

no2




AEmOZg — l1/1‘1\/(:22 - l1/1‘1\/(:12 — — :_F: : Afc éS
2 2

1 1 1 | . )
AE_ =—mv,’ ——mv, +—0w,” ——Ow," =W =F-Af, + M_Ap

no2 2 2 2 ’ "

l

1 I L - .
AE,,,, :50%2 —5@@2 —M. A5 M, =3M_,]

C

vagyis a tkp.-ra vonatk. forgatdnyomatekok munkaja a tkp.
kortli forgas kin. E-janak megvalt.-t adja



egyszeru gépek : korabban mar volt !

kisebb erdvel (erdlkodéssel) tudjuk ugyanazt a
munkat elvegezni

pl. : lejtd, emeld, €k, hengerkerék, csigak, stb ...

allocsiga, mozgocsiga, csigasor
pl. : egy 100 kg tomegli nagy ladat 1 ember egyediil

akar feltenni 1 m magasra w
‘\;»s




emelo : lFl ' F, M, I:M2
F,r,=F,r
r . T 1Ty R )
F, <<k,
g
hengerkerék :  (pl. kerekeskut)
ek : pl. : balta : R
miert konnyebb nagy fatuskot
.fejjel letele” szethasitani ? G
csavar : Fr=F'R = F'<<F

= specialis lejtod



egyensulyi helyzetek :

O O

stabil indifferens labilis

4

__ I I

metastabil

hogy lehet eldonteni, h. milyen egyensuly1 helyzet ? :
1gen kicsit klmOZdltJuk ¢s megnezzuk, h. visszater- e

— virtualis munka elve
energiaminimumra torekszik

pl. : merre konnyebb feldonten1 egy tamlas szeket ?
micrt?






DEFORMALHATO TESTEK

merev test = idealis eset = szilard testek (kristalyos /egykrist. v. polikrist., amorf)
folyadék: nincs hatarozott alakja, de V = all. (amorf szerk. hasonlé a foly.-hoz)
gaz: sem alak, sem V # all.

SZILARD TESTEK RUGALMAS
ALAKVALTOZASAI

rugalmas: er6hatas ====p alakvaltozas; erdéhatas megsziinik ====p alakvalt. megsziinik

idealis rugalmassagot kozelitik a szilard
testek kis alakvalt. esetén (rugalmassag
hatara alatt)

pl.: rugé, csavarrugo, drét megnyujtasa, rad
le/behajlasa, gumilabda 6sszenyomasa, ....

kisérlet : kil. hosszusagu drétokat, ragokat kul. =,
nagysagu erékkel nyujtva (radnal y /k) k
dsszenyomva is) a drétok hossza né inearis rugo

Ax
de Ag,/e, = A&,/e, = ... barmilyen hossz esetén /v+

atomok, 1onok




idealis rugalmassag > 1676: HOOKE — torvény :

s C . , Al 1 F

nyilasra és dsszenyomasra: — =— —

E A

A G szerkezeti acel 4 O
::_’::—/// élt.
2 ©s2  anyagok -
Gr 4 \‘\\ 1 / rT
ragogumi
Hooke-torv.
> & — >

~

7 N
rugalmas

alakvalt. a rugalmassagon ,tul” képlékenység ===p marado alakvaltozas



pl.: alacsony karbon tartalmu acélra:

Stress
1

Strain



pl. képlékeny alakvalt.-ra :
kilagyitott (= atkristalyositott) anyagok meglepéen képlékenyek

kisérlet : kilagyitott Cu-drét sajat sulyatél lehajlik (egyébként nem)
furégéppel sokszor megtekerve felkeményedik, kilagyitas, ...ismételgethetd

,meglepd” = tobb nagysagrenddel kisebb fesz. kell a képl. alakvalt.-hoz, mint az alabbi
egyszeri modell jésolja :

vonalhibak ( diszlokacidk ) szerepe - Id. 270.0ld.

visszatérve a rugalmas alakvalt.-ra :



izotrop anyagokra:
(pl. polikrist. fémek) A/ 1 F
/ a E A «—— differencialis Hooke-torv.
(egykrist. O = E i
iranyfiggo lehet) T . A
Al
g=— = Young-modulus; fémekre : E = 10° N/mm?
f £ \ ( vagy nyujtasi rug. mod. ) 101" N/m?2
rel. megnyulas feszultseg 100 GPa
(= alakvaltozas) T
longitudinalis fesz., a terhelderére L keresztmetszetre vonatk.
d+Ad
Ad Al —
harantosszehuzédas is van: — = —u7 .
\ _ o . | Ad<0
Poisson-szam, fémekre = 0.2-0.3 L
térfogatvalt. is van : T)

AV (+A0)-(A+AA)—0-A  0-A+0-AA+AC-A+AC-AA—0-A

\Y (- A /. A

(AN+ACA+ACAA AN AL AN AL AN AL Al
r-A A 1A 1A




AV AA AL
Y _|_

===p pl. téglalap keresztmetszet (a-b) esetén :

Vv A ¢ AA_(aJrAa)-(bJrAb)—a-b_a-b+a-Ab+Aa-b+Aa-Ab—a-b~
A B a-b - a-b i
A M, A
a b /
AV Al
—~(1-2u)—
v =20~

mivel a tapasztalat szerint huzasnal V nem csokken w=s==p §<0,5

osszenyomasnal o <0 — o=-p
T , F N
nyomas: p=— [cl=[p]=Pa=—
A m
AV
- = _I(p

1-2u

kompresszibilitas : K =3 =



a fesziiltség fogalmanak altalanositasa :

F
o= 7 a teng.-re L elvalaszto6 feliilet 2 oldalan elhelyezkedé rud-darab altal feliilet-
egységenként egymasra gyakorolt er6 nagysaga

de elképzelhet6 ferde elvalaszté felllet is : : .t:.
:m

most is egyensuly ===p 3 két rad-rész
egyforma F nagysagu erével kell, h. huzza
egymast, csak F X feliiletre

a feliiletegységre haté F kisebb mint L feliilet esetén

az  helyen levd, 1 normalisu kis feliiletdarabkara a masik altal feliiletegységenként
gyakorolt er6 =

AV . el et A e et
o(r,n)= Alﬁinoﬂ fligg a felulet iranyitasatol is

ez a fesziiltség altalanosabb def.-ja (vektor!)

specialis helyzetii feliilletelemektél eltekintve o -nak van érintd iranyti komponense is

|

csusztaté- vagy nyiré fesz.

fesziiltségi tenzor.... <= a normalis komponens pedig a hizé (nyomo) fesz.



a huzott anyaghoz potencialis energia is rendelhet6 : 1

—k AL?
Hooke-torv.: /A \
4% % ;-F:%-M o rugoallandé megnytlas
— k= L
E, =———A
12 14

a tf.-egységre esd pot. E = potencialis energiasiiriiség =
E 1 £E-A4 | VAV
t
u=—""=— > A* =—E
V 204 2

tobboldalu huzas és 6sszenyomas; térfogati rugalmassag :
nem csak 1 irdnyban huzzuk (nyomjuk), hanem pl. V oldalrél egyszerre

egyszeriiség kedvéért vegyunk kockat -

pl. az x-iranyu él nyulik az x-iranyu huzas miatt, de az y- és z-iranyu
nyujtas miatt is:



x-iranyu él hosszvalt.-a az x-normalisu lapokra haté huzéer6é miatt: ‘w
1

1 F
Al ==L
xx() E A

Ad Al
a masik két lapra haté erék miatt pedig ( i = —u— miatt) :

z
LK LB
Al vy =—H-L- B X és Al g =4t E A /ngy

— - X
_

a teljes rel. alakvalt. :

Al 1 |F K , oy
Exx = =—-|——U — ez erv. a test belsejébol
14 E A A A képzeletben kivagott

kockara is

(ha F a szomszéd darab
altal ra kifejtett ero)

legyen o©,,:= az x-normalisu felliletre haté fesz.-vektor x-komponense
o, €s 0,, a masik ket norm. feliiletrqd ugyanez

1 et "
Exx = E [(TXX — ,u(ayy + GZZ) «— altalanos Hooke-torv.

ez 0sszenyomasra is érv.: akkoro éseis<0



AV (a0, )-(e+a0,,)-(c+a,,)-0

Vv 0
Al + A+ AL, 1
N 4 :gxx+‘9yy+‘9zz:E(l_zﬂ)'(o-xx+ayy+o-zz)

~y
~y

oy sloy+a,)] —

ha specialisan minden oldalra ugyanakkora nyoméeré hat feluletegységenként :

Oy = -0y, =-0,,=:p20

l — nyomas

1
_ . fio2
€ Ep[ 1]

l

AV 1-2p 1

kompresszibilitas : ¥ =3-———

kompressziomodulus : K =

A=

3-(1-2u)

pl.: V oldali 6sszenyomas pl. magas folyadékoszlop aljan, vagy zart edényben ha
dugattyuval megnyomjuk

a szilard testek észrevehet6 tf.-valt.-hoz igen nagy nyomaéberdk kellenek (azaz x kicsi)



hajlitas :

l

tapasztalat : ez a rész koriv alaku lesz (ha a rad
sajat sulya elhanyagolhato)

képzeletben bontsuk a rudat a hosszteng.-vel || szalakra
tapasztalat : neutralis szal ! (= nem valt. a hossza)

»alatta” osszenyomaodas, ,,folotte” nyulas

_—

deformacié = a rud teng.-re 1 keresztmetszetek az abra sikjara L teng. koriil elfordulnak

a keresztmetszet mentén az egyes részek deformacidéja mas

l

a differencialis Hooke-torv. szerint a feszultségek is

gondolatban vagjuk keresztbe ott



ez a db. erre a db.-ra olyan forgatonyomatékot gyakorol, hogy
egyensulyozza a teher és az alatamasztas forgatonyomatékat

téglalap keresztmetszet esetén :

%ﬁ
‘T' b
1: 12 M
R E.a-b’

——t ittt |

egyik végén befogottt rud lehajlasa > §=———F

oo
on
W
W W )

de: a befogashoz kozeledve egyre nagyobb
forgatonyomaték kell rad végére hato erd : | F
forgatdnyomatékanak kiegyensulyozasahoz

~— a keresztmetszetekben egyre nagyobb fesz.-k ébrednek —> a tévéhez
kozeledve egyre nagyobb a gorbulete

és : egy adott keresztmetszet két oldalan lev6 részek egymasra fluggoleges erdvel is
hatnak (hogy ,,ne essen le”)

A
két végén alatamasztott rud behaljasa — s=———

B 4E ab’



nyiras, csavaras:

A
kisérlet : konyv vagy szivacs J — = —
nyirasa;
ollé \ T

l

a testre (testbe) rajzolt téglalap (téglatest) paralelogrammava
(paralelepipedonna) valtozik

a feliilettel || er6k (= nyiréerék) okozzak

l

alakvaltozas — adott alakvalt. utan belsé fész. = nyiréfesz. ébred

|

egyensulyban lesz

forgatonyomatékok kiegyensulyozasahoz
(de ha a test ,lapos” —> elhanyagolhato)

a fesz.-nek normalis komponense is van =—>

tiszta nyirast lehet csinalni pl. igy

folyadék : benne egyensuly esetén nem Iépnek fel nyiréerék
egyebkent V fesziiltségek hatasara nincs egyensulyban —  folyik
kivétel : a minden iranyu egyenletes nyomas

pl. : amorf test = folyadék, pl. vsz.-en befogott Gvegrud évek alatt lathatéan lehajlik a sajat
sulya alatt — amorf szilard testek = nagy belsd surlédasu folyadékok



- nyiras : y = l . E //////// T, £
G A 'y
nyirasi (csusztatasi; torzié) modulusz

kisérlet : csavaras modellen , . .
vékonyfalu cso6 csavarasa :

a csavaras is nyiras = 7y =

1 F
G A T
?

N

N
az abrarol : £
yl=¢-r1 Y
\
b A >



a teng.-re 1 keresztmetszet egy AA feliiletelemére a szomszéd altal érintélegesen

gyakorolt ero : r-@

. . )
k f k : ju— . p— ¢« —— o .
ennek forgatonyomatéka: AM =r-AF =G / r°-AA P —

l

M:ZﬂG-%-r3 - Ar

0
y

megcsavart csé : . g E

megcsavart rud =
= egymasba tolt
koncentrikus csovek

l

a fesz.-eloszlas kifelé
haladva egyre né — M =

R? - A@p = torzios szal csavarasi T
ragoallandéja (M=-k@) : k = —
2

G
/

z. G
2 .—.R*
l



torziomodulus mérése :

G
M :g-?-R“ -Ap = R-el a M rohamosan csdkken !!!

Cavendish, 1798 : a foldi testek kozotti gravitacio mérése @
rugalmas energiasiiriiség nyirasi alakvalt. esetén :
G
u=—y 2

2

izotrop testek altalanos deformacidja, deformaciods ellipszoid :

tetsz. deformacié esetén egy gumilapra rajzolt kor (a tf.-ban
gomb) ellipszissé (ellipszoidda) nyulik, ha a gumilapot nyujtjuk

egy olyan kis kocka deform.-ja, melynek atloi | -k az ellipszoid
tengelyeivel, nyiras; egy olyané, melynek élei |-k az ellipszoid
tengelyeivel, nyujtas v. 6sszenyomas

tt e
/=
+ 444



az ellipszoid fétengelyeinek iranyait a deformacioé féiranyainak nev.

fomegnyulasok : a relativ alakvaltozasok (a deformacios ellipszoid fétengelyeivel
kifejezhet6k)
T r r

& =

deformaciok és feszilltségek osszefuggése : altalanos Hooke-torv.:
az g; deformaciok és c; fesziiltségek kozott
linearis egyenletek érvényesek,
a fomegnyulasok és fofeszultségekre
az egyutthatok a test rugalmas allandoi

altalanos deform.: a test egyszerre szenved huzast, csavarast és hajlitast

|

a féiranyok pontrél pontra valtozhatnak, de a test elég kis db.-janak deform.-ja mindig
leirhaté Ugy, mint a féiranyokban torténé nyujtas v. 6sszenyomas

|

a nyiras is visszavezethetd nyujtasra (6sszenyomasra), és osszefluiggés talalhaté a rug.

modulusok kozott:
rugalmassagi egyiutthatok osszefiiggése:

E E _
A~ (5 —j (és K‘=3—1 2K
2(1+ ) 2 E

az egykristalyok rug. viselkedésének leirasahoz tobb anyagjellemzé kell (legaltalanosabb
esetben 21)



az energiaminimum elve és az energiamegm. rug. alakvalt.-k esetén :

a rug. test egyensulyban stabil all.-ban van (éppen ugy volt def.-va a rug. tulajdonsag, h. az
anyag visszatér ebbe az allapotba a terhelés megsziintetése utan)

az egyensuly stabilitasa nemcsak a kiils6 eroktol mentes nyugalmi allapotban telj., hanem
kiils6 erok ill. kényszererok hatasara létrejovo fesz.-i allapotban is

~— kivétel : vékony rud osszenyomasa —> Kkis zavar hatasara kihajlik :

/]
]

EA

ha a testet kényszerekkel deformaljuk (pl. egy szalagot 4

adott hosszusagura nyujtunk) —  a test részei ugy %
rendezédnek el, h. a rug. E az uj feltételek mellet min. .,..4 2
legyen 2| #

ha a testet konzervativ kuls6 er6 deformalja — a
beall6 egyensulyi allapot az lesz, amelyben E,, + a kilso
er6hoz tartozo E,,, 6sszege min. lesz

pl. : egy €, kezdeti hosszusagu vékony rudat € hosszusagura nyujtunk :

mikor lesz nagyobb E,,,? lo
- amikor az egész egyenletesen megnyulik, € = B L2g 1o
all. a rad mentén, vagy
- amikor csak az €,, szakasz nyulik meg (g,) és L=ly (7+E)
€,, valtozatlan marad —
1 1 —

Emg:EEgz-AEO ill. Emg,l:EEng-Azm L o, lol7*E)

mivel a teljes megnyulas V2 esetben ugyanakkora: ¢€€,=¢,8,,



2
s‘eo=£1e10 —) _— — Erug — 82£O _610 .go _610

egyenletes deform.-nal kisebb a rug. energia !

<1

egy €, hosszusagu rugalmas szalag felso végeét rogzitjik, sy X
az also végére pedig egy m tomegii testet akasztunk; -
milyen helyzetben lesz a rdsz. teljes pot. E-ja minimalis ?

. - , : N
mivel E,,, egyenletes megnyulas esetén lesz min., csak
a teljes E-min.-hoz tartozé hosszusagot kell megtalalni :

mivel g , m
| | —
Epot,teljes = EEg2 -Al, +mgh = EE(Z y O] Al + mg(-z) l
0
dEpot teljes <
és az E azon hosszusagnal lesz min., ahol d— =0 :
Z
dE_ . ) _
ouies L LI LEf 2200 | pr, —mgz |[=EAZ= 0 mg =
dz dz| 2 " 0
z—/, _ mg .o mg
l, EA EA

ami éppen a Hooke-torv. szerinti egyensulyi megnyulas



: hatarozzuk meg egy m, tomegii rugora akasztott I S S -

m tomegu test rezgésidejét, ham, < m:

rezegjen vsz.-en, pl. légparnas asztalon =— nincs

surlédas

ham . <<m — arugé deformalasa kvazisztatikus

folyamatnak vehet6 : a ragé 2 végére haté erdk "'ffl'

majdnem egyformak — arugo relativ deform.-ja

a teljes hossza mentén allando és az egyes tp.-jainak y

az eromentes egyensulyi helyzettol mért kitérése a
rogz. végtol valo tavolsagukkal aranyos V -

pillanatban l x !
a rogz. végtol ¢ tav.-ra levo ATmi darab sebessége : y Ay g = éiI"
AE. y a¥
Ami = mr . 51 & s m
X s s
T
Si | X -
V(§i ) = v(x)- o

ahol v(x) a rugé szabad végének (és a tp.-nak) a sebessége
X

r .2
V (X
53 (x)

ekkor a rugo kin. E-ja : Ekin,mgé r %Z[Amin(éti )]—> %]{
0

l{m
ardsz. teljes kin. E-ja:  Ey;, cjies = Exinrigs T Ekinstest = 5( 3r + mjvz(x)
1

a rug. E, mivel a deformaciot allandénak feltételeztikk : E, = EkX2



az energia megm. T szerint a rug. E csokkenése = a kin. E novekedésével :
E.(x)-E,(x+4x) =E;, (x + 4x) — E,;,, (x)

—kxAx—lkAX2 —| M +m VAVJrl M, +m |Av?
2 3 20 3

.1 Ax m, Av
At-vel osztva és lim == —kx— = +m [v—
A0 — At 3
k

a=—- X

5o

ez éppen a harm. rezg.mozgas diff.egyenlete




a rugalmassag atomos modellje :

kontinuum-modell — a rugalmas test V kis része is rug. test
. AF dF , dU
o= Ilm - —=—- és u=—
AA-0 AA  dA dVv

atomos szemlélet — a o az elvalaszto felllet egyik oldalan levé atomok (molekulak,

ionok...) altal a masik oldalon levékre kifejtett er6k ered6jébél kaphato, és a rug. energia
az atomok kozotti kolcs.hat. E

\> a legkisebb o. test, ami rugalmas,
legalabb néhany atombdl kell, hogy alljon

egy hagyon egyszert ilyen modell :

/__)k '
linearis ragok egyensulyi helyek
E-min.!
atomok, ionok 1 a ragok nicsenek ott ! \

a kristalyos szilard testek: szabalyos térbeli elrendez6dés — kristalyracs



haism. E, G, p -t =— pot.-godor falmagassaganak becslése :

I

vagy ugyanaz : az egyes atomokra a szomszadok altal
kifejtett ,,rugoerd” rugdallandéjat :

legyen a testben egységnyi hosszusagon n db. atom
— N3 db atom tf.-egységenként

l

a szomszédos sikok atlagos egyensulyi tav.-a : €, ~ 1/n

ha ezt egyiranyu huzassal terheljiik =—> az atomok elmozdulasa és az atomokra hato eroék :

egyensuly : &y fugg.-en nyUJtva

-------- B{L—'}—:—r 2{ o az egy atomra a sik masik oldalan levé
R lk h'" ﬁl\h’r tobbi altal kif. 6sszes erével kifejezve :

(N AT

| "*‘*,"di £ pedig : g—A—gl
S S a. £
b - q\ ES q\(nyirés) a diff. Hooke-torv. : o=E¢
4
O O O nzFI:E-A—fle-AEI-n

1



n
~——— fémekre : E = 1011 N/m?2

n3 =102 atom/cm3 — n =108 atom/cm

|

_ENIOM%z_lOH%z_ N

k, ==~ _ —10
K 1 n 108 lcm 1010 lm m

az egy kiszemelt atom kolcs.hat.E-ja a szomszéd rétegben levé atomokkal :

1 1 2
E o1 = (Ek : Afzj = Ekl - Al

ha nem deform. a testet, csak 1 atom kimozdul v.merre az egyensulyi helyzetébdél — az
egyik szomszéd sik vonzza, a masik szomszéd taszitja ——~

F.. =2k, - A,

eredd

|

a pot.-godor egyenlete az atom virtualis elmozd.-nak fgv.-ben :

1 , 1(2EB) ,
Epot(Az)=§(2kl)-Az =5(?)A£

r V 4 - V 4 2G 2E y ry r y 4 y -
nyirasra is hasonléan, csak — <— rugdallandoéval kell szamolni
n n



viselkedés a rugalmassagi hataron tul : c

O-A szakasz : Hooke-torv. (lin.) D
B : rugalmassag hatara (nem lin.) C . %E
C : képlékenység B .
D : maximum A °
E : szakadas (szakitoszilardsag)
A és B elég kozel vannak marado
alakvalt.
képlék / "o
éplékeny
rideg } anyagok
pl. : képlékeny : acél, Cu, kilagyitott Cu, meleg szurok 1o
rideg : ontottvas, bronz, uveg, hideg szurok A
o —
képlékeny : nagy maradoé alakvalt.-t lehet okozni —— o, +
rideg : nemsokkal o, folott eltornek (nincs maradoé
alakvalit.)
az A' pt.-hoz tartozo teljes alakvalt. = OO' maradé alakvalt. +
+ egy innen indulé masik rug. alakvalt., az eredetitol kil. rug.
hatarral : o '>0,! —  alakitasi keményedés o & > £

o-t A'-n tul novelve a o, is nd, de csak egy darabig
— folyashatar : adott o elérése utan € akkor is n6, ha
o nem no tovabb — mint a folyadékok

T

marado alakvaltozas



tiszta huzasnal : alt. hamarabb elszakad, mint a folyashatar

|

szakadas : lokalis egyenetlenség, repedés miatt — otta
névleges o sokkal nagyobb lehet

nyomas, hengerlés : nem tud elvékonyodni —> lehet folyatni — tetsz. alakra formalhaté

(pl. : bogracs, lemezbogre, lemez furdékad, ...)

képlékeny alakvalt. mechanizmusa :

eredetileg sima felulet szemmel — magyarazat : diszlokaciék (= vonalhibak) :

lathatéan lépcsoés lesz . ] ]
hianyzik egy vonal mentén az atomsor

mintha egy plusz félsikot
betolnank 2 szomszédos sik kozé

|

a plusz félsik ,,éle” a diszlokacié
= éldiszlokacio




”

égéve

ts

”

”

acio segi

diszlok

/4

Uszasa egy

V4

két szomszédos sik elcs

KA
.. R

I.

'ﬁ.@ s
.f.@.ﬁﬁﬁ,

.,5“...

K2
i B
© N ][]

a szemmel lathaté alakvaltozashoz sok atomnyi elmozd. kell — sok diszl. kell

diszl.-forrasok

ésbbb...)

/4

(folyt.-t Id. k



rugalmas utéhatas :

az el6zéekben :
végtelen lassu deform. — alakvalt. rogton koveti az er6 valt.-t

de a valésagban : 13

ha a terhelés hirtelen no =
“—  az alakvalt. csak késve koveti :

rugalmas hiszterézis :

periodikusan valt. a terhelést (pl. rugon
rezeg egy test) — periodikusan

nyulik - osszenyomaodik - (mianyag fonal nydjtasa)
a deform. nincs fazisban a terheléssel : G de fémeknél is kimutathaté




energiadisszipacio :
ha nincs képl. alakvalt. :
to deformacié6 <—> munkavégzés

o' A 1

rug. energia

)

O /O' ez a terulet : az a munka, amit a test végezni tud,
amig visszaalakul ,,eredeti” alakjara

ez a terulet : a marado alakvalt.
eléréséhez sziiks. munka

(mech.-i munkavégzés szempontjabdl
elveszett)

energiaveszteség van a hiszterézis miatt is : a hurok teriilete az elveszitett energia

|

V rezgés csillapodé rezgés lesz
(1d. késobb... )

energiaveszteség — ,sérul” az energiamegmaradas ?
az atomok rendezetlen rezgéseinek energiaja tarolja ezt az energiat

l

konzervativ
} kolcsonhatasok melegszik

disszipativ



utkozesek :

{tékéletesen rugalmas

tokéletesen rugalmatlan} idealis hataresetek

a valésag a kett6é kozott van

lendlilet megmaradas teliesiil
perdiulet megm. elesu

litk6zés = olyan, rovid id6 alatt lejatszédoé foly., melyben az litkozo testek kozotti
kolcsdnhatasi eré csak egy véges tavolsagon belul # 0, és a testek ezen tav.-on kivilrél
indultak

pl. : rugalmas golyok (acél, elefantcsont !!!)

ocsik utkozése, ...

csak akkor lépnek kolcs.h.-ba, ha gyakorlatilag 0sszeérnek (makroszkopikusan osszeérnek)

de utkozés az atomi folyamatok (magreakciok, Rutherford-széras) jelentds része is

utk.-t leirni teljesen pontosan akkor lehetne, ha:

pillanatrél-pillanatra ismerjuk V test helyzetét, alakjat, méretét, a tomegpontjaik seb.-t
ehhez viszont ismerni kellene a rajuk haté kililsé és bels6 erok erétorv.-it

l

lehetetlen

de a megmaradasi térvényekkel is sok fontos dolgot meg lehet allapitani



energiamegm. <> rugalmas litk.

~— az utkozo testek mozgasi + forgasi + bels6 energiai, + a két test kozotti pot.E

az utkozés folyamata :

O ©

ha tokéletesen rug. utk. =— mozgasi E megm.

ha tokéletesen rugtl. - Osszetapadnak
o i ] .
00 - '
utk. utan v,
- = e "= E
@ realis esetekben :
a kezdeti 0sszes E egy része disszipalédik
o,
OO
-~

Ol

©



tomegpontok rugalmas utkozése :

egyenesvonalu

. ¢ Utkozések
nem egyenesvonalu

energia- és impulzusmegmaradas érv.

egyenesvonalu utk. : ha egyforma tomegliek

|

a tomegpontok sebességet cserélnek

ha az egyik tomege >> mint a masik tomege

|

a kisebbik visszapattan és a masik nem mozdul /@

17 g
-~ L

-
r-"'lr.

tomegpontok rugalmatlan litkozése :

csak akkor tudunk szamolni, ha ismert az energiadisszipaciéo mértéke

|

tokéletesen rugtl. esetet lehet vizsgalni : 0sszetapadnak és kozos sebességgel
mennek tovabb

pl.: homokzsakba I6tt puskagolyé...
kalapaccsal utott — alakitott vasdarab






FOLYADEKOK ES GAZOK STATIKAJA
ES ARAMLASA :
folyadékok :

allandé térf., nem allandé alak, a részecskék ,,gordulhetnek” egymason = folyik
pl.: csapagygolyok egy edényben; homok, liszt, cement, ... is folyik

\
nyugvo folyadékban nincsenek érintdleges (nyird) feszultségek ! #
de pl. méz, olaj, szurok,... - ban észlelhetd, ha folyik

l

belso surlodas : az egymason elmozdulé

rétegek kozotti surlédas I medx
idealis folyadék : nincs bels6 surlédas | |
| |
inkompresszibilis = 6sszenyomhatatlan h | = -J(vizszintes
| .
nyugvé foly. szabad felszine mindenutt merdleges - |
a kulso6 erdk ereddjére f
vagy pl. a Féldet borité vizek feliilete is gdmb alaku § 2

ha az eredé (F) nem lenne 1 a felszinre — F-nek lenne a
felszinnel |komponense is — a feliileten levé folyadék-
részecskék az F iranyaban elmozdulnanak = nem lenne

nyugalomban forgasi paraboloid lesz a feliilet



nyomas nyugvo folyadékban, hidrosztatikai nyomas :

Kisérlet :

osszenyomhatatlan — 8s,q,=0s,q,

éS . F1'6$1 - F2'6$2
r
1 2
T € PiTh
QG 9
a Aq felulet-darabka (barhol is vessziik fel a foly. belsejében és (p = Ej
V iranyitassal) egyensulyban van A

l

a nyomas egyenletesen terjed és izotrép, vagyis

Pascal torvénye : a sulytalannak képzelt nyugvo folyadék belsejében és
hatarfeliletén a nyomas mindenhol ugyanakkora, és fiiggetlen a
tekintetbe vett fellletelem iranyitasatél (1659)




pl. : hidraulikus sajto/sajtolo/prés; gépkocsi emeld, [@_._ r‘f"_*.'1J




Kisérlet :

hidraulika modellezése

ha a folyadék sulyat is figyelembe vesszik: hidrosztatikai nyomas:

a h magassagu foly.-oszlop a q feluleten F= mg = pVg = pgh-q erével hat

\» p:E:pgh

pl. : viz: 10 m mélyen 1 bar nyomas
ha p, kiils6 nyomas (pl. léignyomas) is van ===p P = p, + pgh

gazban is !!!




kisérlet : nidrosztatikai paradoxon : afenéknyomas fgtl. az edény alakjatol !!!

S

kiserlet :
pl. : Uvegcsovet lezarunk egy uveglappal és benyomjuk a
viz ala ===p az Uveglap nem fog leesni ====p a pgh

nyomas felfelé is hat !!!
(de ha a csébe is toltiink vizet ===p leesik)

kisérlet :

kis keresztmetszetii csovet (Uvegpalackot,
poharat) megtoltiink vizzel és papirlappal lefedve
szajaval lefele forditjuk — papir a helyén
marad + viz nem folyik ki

adott mélységben a nyomas V irdnyban ugyanakkora

oldalnyomas lefelé lin. né

l

nyomasko6zépponta
magassag harmadanal
van




kozlekeddedény :

pl. :

ezen alapszik az U-csoves folyadékmanométer

(féleg gazok nyomasanak mérésére)

vizvezetékek, flitésrendszerek, szokdkutak, ey
artézi kutak, viztorony

kiil. stir(iségii folyadékokkal — "

egyensulyban minden agban egyenlé szinten van a folyadék

kisérlet : i

E

p, = pigh; = p,gh, =p,

Jelszohd
oréz viz

nyomds alali
feva retegviz



pl. : szokokut :

N .J 3

\'\“ ’/7,\:: g
K > B
AN AN

M= ¢
\-x.:-jf"' \\'ﬁ" "*‘WW |I1|“I %r’

\'4 —
W el

N &

*&‘H‘ _ _ é"n \

Héron kutja



a hidrosztatikai felhajtoero :
Arkhimédesz torv.: minden folyadékba (gazba) merulo testre felhajtéero hat — a test latszo-
lag sulyveszteséget szenved — melynek nagysaga egyenlo a test altal kiszoritott folyadék
(gaz) sulyaval (i.e. =250):

Fe=pp-V-g

ha ezt megtoltjuk vizzel
versben v. dalban : - (jra egyensuly lesz
,minden vizbe martott test
a sulyabdl annyit veszt,
amennyi az altala
kiszoritott viz sulya”

(laborban Mohr-Westphal mérleg ,,hasonlé”)

F h1 L] 14 r
B I ‘ a bemerulo test egyensulyban van:
h2

Fereas = F2-F1 = pgh,A-p;gh,A = p;gA(h,-hy) = pighA @
a kiszoritott foly. tf.-ajA
a kiszoritott foly. sulya

Ff = Ps 'Vtest 8

Ps

Vv foly.-ba v. gazba merulo testre !

VY alaku testre is érv. !



uszas

lebegés a folyadék és a bemeriil6 test siirliségeinek viszonyatol fugg :
lesiillyedés
hajé, jégtabla, tutaj, stb... Fereas = Fs-mg = Fi
a hal pl. nem uszik, hanem lebeg ! = pVg - pVg =
=(Ps-PJVg  <=>0
_J

uszas p:> p;, de ekkor abemeriuld tf.<V!

lebegés Ps = Py

lesillyedés Ps < Py Ps
az usz6 test atlagsiiriisége kell !!! — vas haj6 is fennmarad a vizen

pl. : pjeg = 0,9p,;, — a jéghegynek csak kb. 10%-a latszik ki

az uszas stabilitasa :

F;= mg; és F;és mg ne fejtsen ki
forgatonyomatékot az usz6 testre

az mg tamadaspt.-ja a sulypt. (S), az

stabil, instabil, metastabil helyzetek :




kiserlet : cartesius-féle bavar : benyomjuk/éssze-
nyomjuk

kémcsé /““'l I |

a viz benyomaodik
- ' a kémcsobe

viz >
benne kisebb tf.-u
leveg6 = atlag-

slrliség csokken

|

lesullyed

pl. : buvarharang :

1

i

I
|

H
b




tehat : a kisebb siiriiségii test (anyag) felfelé emelkedik a folyadékban

|

pl. : bojler tartalyban a melegviz felulre emelkedik :

1
I

|
hidegviz be

pl. : hidrofor (hazi vizmii)

nyomaskapcsolo

levegd
p>p0 Po

viz

viz bel/ki — =—

|
tisztitas

| melegviz ki



terfogatmeghatarozas, siiriségmeéreés : ] m
homogén anyag P =

v
dmNAm

inhomogén anyag p =

dVv AV

p meghat.-hoz tomeg- és térf.-meghatarozas kell <

l l

mérleg mérés vagy szamolas

térfogatmérés :
piknométer :

ismert siirliségii folyadék a viz :
P,i,(4°C) = 0,999 972 g/cm3 = 1 g/cm3
P,i,(20°C) = 0,998 204 g/cm3

ezzel toltve az edényt + tomegmeérés

l

ismeretlen V meghatarozhaté

a térf. ismert



szilard testek siiriiségének mérése:

- hidrosztatikai mérleg :

- Jolly-mérleqg :

- piknométerrel :

kétkara mérleg egyik karjan levd
mérendod testet ism. p, folyadékba
meril, a sulyveszteséget mérjuk

m m

p:v: m_m' =

Lo

rugos eromérével mérjuk egy test sulyat
levegdben (fels6 serpenydben),
leolvassuk a sulyaval aranyos h
megnyulast, majd folyadékba meritve
(alsé serpenyd) a h' megnyulast, a
kuilonbségbol a sliriiség meghatarozhaté

_h
h—h'

P Po

kicsi darabokbdl allé anyagot mérhetink,
mérjiik a szilard test tomegét (m,), a
vizzel tele piknométer tém.-t (m_g), majd a
testet betessziik a pm.-be, kiszorit
vmennyi folyadékot és igy a tomege m,
a test siiriisége
m
P = Po




folyadékok siiriisegenek meéreése:
- hidrosztatikai mérleggel : hasonléan fentebbihez ...
- piknométerrel : hasonléan fentebbihez ...

- Mohr-westphal mérleggel: a viz siriliségéhez (p,)
viszonyitott relativ
slriséget mérjuk : ap és |
a p, suriségii
folyadekokban haté
felhajtéerdk aranya

rF_r
Fo  po
- aeromeéterrel : (pl. alkohol-, bor fokolo)

realis folyadékok: osszenyomhatok, de a kompresszibilitas nagyon kicsi
van sulya
van belsé surlédas



kohézio, adhézié :
kis 6sszenyomhatésag —> a molek.-k kozott taszitas van

de vonzderdk (0sszetarté er6k = kohéziés erdk) is vannak :

tiszta Uveglapot fektetiink vizfelszinre és préobaljuk felemelni —> erdhatas kell
hozza — a foly.-nak is van szakitoszilardsaga

(a leszakitott uveglap vizes, vagyis nem az uveget szakitottuk le, hanem két
szomszédos vizréteget valasztottunk el)

ha az Gveglapot pl. Hg-rél valasztjuk le, akkor is er6hatas kell, de az iiveg szaraz marad,
vagyis most az liveg-Hg kozti 6sszetarté eroket kell legyé6zni — adhéziés erd

|

ragasztas (,,adhesive”)
toll
ceruza

viz nedvesiti az iveget — a vizmolek.- kozotti erok kisebbek mint a viz-iveg adh.erék
Hg nem nedv. liveget —> a Hg molek.-k kozti koh.eré6k nagyobbak, mint a viz-Hg kozti
adh. erdék

molekulak kozott hato erok = van der Waals-erok

V4
" levagas a két
ionsugar
/ Osszegénél

3

{ >
E
| 1, = egyensulyi tdv. a molek.-ban

. = kotési energia




feliileti fesziiltség, kapillaritas : 14 gktatofilm

felulet:

feluleti fesz.:

minimalis fellletek:

b2

L

/ /' a kisebb buborék
felfujja a nagyobbat




ceruzat ki lehet radirozni, tollat nem lehet
hajszalcsovesség ====p . ruha, papir,... felissza a vizet
talajnedvesség

golyéstoll, grafitceruza, filctoll









nyugvo gazok mechanikaja :

nincs szabad felszin, 6sszenyomhatd, siirlisége sokkal kisebb mint a foly.-é (pl. leveg
~1.2-1.3 kg/m3)
DE : a folyadékoknal megismert torv.-ek nagyrészt érvényesek

- Pascal-torv.

- van légnyomas (Torrichelli, 1643 : 1m hosszu livegcso szinlltig toltve Hg-al és fejjel
lefele Hg-al teli edénybe tenni, kb 76 cm magas Hg-oszlop marad a cs6ben)
(késo6bb Otto von Guericke, 1654 : ,,Magdeburgi féltekék” = 42 cm atmeéroji
féelgombok + 4-4 16 e nem birtak széthuzni)

kisérlet : Magdeburgi féltekék
pezsgoOsiiveg + celofanhartya
- felhajtéero (Arkhimédesz)

Iégnyomas mérése:
barométer

manomeéter






gazok nyomasa és térfogata kozotti 6sszefiiggés : Boyle-Mariotte-torv. :

(1662)

allandé hémeérsekleten, allandé témegii gazra :

p =
molekularis magyarazat :
y Al =-2mv_ )
2a —
At =— \ =
v
Cc x
A=b-c |
\" -vx
A ._X) <4{---0 p _
b m
x
a
z
1
pV=

p -V =dllando

—N-mv’
3

P s allands
o,
Al —2mv, _ mv,
At 2a a
vx
F mv mvx2 B mvx2
A aAd abec V

2 2 2
vV, v+, =y

1 mv?
—— N
p= 3V

= Boyle — Mariotte



légnyomas :

p=760-10"m-13,6-10° & .9 81™ ~1,013.10° Pa
m A)

barometrikus magassagformula :
(a légnyomas magassagfliggése)

Ap=—p-g-Ah
h dp:—pgdh de &_E
A Ah—0 Oy P
. Bp_____|bh \ o —
P P dp=—"2.p-g-dh
Po
h
l.dp:_&.g dh
p Po
Po: Po| Fold felszine 51 h
J'_.dp:j'_& g-dh
N/ P /190
p \ \
ji-dp:[lnp] =lnp-Inp, =InL-
2 P Po » 0
i, //rp 5 5 > b In=-"L.g.)
o Po Po 0 Po Po




lnﬁz—&-g'h — S —¢

Po Py Po |
J _,0()gh

Boltzmann-féle eloszlas . PO
P =Dy €

barometrikus magassagformula

P/Pg &
pl. tengerszinten alégnyomas 1 atm = 10°Pa 1 -
5.5 km magasan 0.5 atm
11 km 0.25 atm

0.5 \

0 5 10 15  h(km)

kemeény huzat: kivul hideg levegd, beliil meleg ===p  kisebb a slirlisége a kéményben
alul mint a kéményen kivul lent —) a leveg®d lent kivilrél befelé aramlik

hélégballon
gazzal toltott leggéomb, léghajo; H, v. He (gyulékony / draga)



vakuumszivattyuk, kompresszorok :

vakuum = 103-102 Pa alatt, HV, UHV

b

+ olajdiffuzids szivattyuk, turbomolekular..., iongetter, stb...
kompresszorok....




a levegd nyomasan alapulé eszko6zok:

szivokut, nyomokut, tiizoltéfecskendo, >
centrifugalszivattyu, lopé, pipetta,

szivoszal, szivornya, injekcids

fecskendo

\1‘ >, __ - :_ :-';?':'-'_““- Lt_'___.:“

) 3 o Py - - - -
,Heron-labda” fecskendéliiveg szivokut =
max 10m mélyrol!

ri)}omékl]t






folyadéekok és gazok aramlasa :

egydutt targyalhato, mert kis aramlasi sebességeknél (~ 10 m/s alatt) és kis magassag-
kuilonbségek (néhany 100 m) esetén a gazokat is 6sszenyomhatatlannak lehet venni

aramlasi tér (sebességtér) : v =v(X,y,z,t) =v(r,t) adott minden pontban

aramvonal : azon gorbék melyek érintdi a tér minden pontjaban az ottani sebesség
iranyaba esnek

aramcso : az aramlasi térben felvett zart gorbén atmené aramvonalak

az aramlasi cs6ben a foly. ugy aramlik, mit merev falu csé6ben (mert nincsenek a csé
falara meréleges komponensek)

p =p(X,y,2,t) =p(T,t)
. is hely- és id6fluggo
p = p(x,y,z,t) = p(1,1)

ha p = const. —) egyszertibb leiras

klils6 erdék (grav.erd), és/vagy nyomaskiilonbségek — aramlas

de : belso surloédas !



pl. : légaramlas = szél keletkezése, porszivo, ventillator

pl. : folyadék aramlasa : pl vizcsé, ...




. idedlis folyadék (nincs belsd surl.) orvénymentes

aramlas orvényes
T sarléda 4 réteges
surlédasos folyadékok turb?JIens
vagy - . stacionarius (id6tél fliggetlen)
aramlas

T idében valtozé aramlas

d6sszenyomhatatlan, homogén folyadékok stacionarius aramlasa:
kontinuitasi egyenlet: A4-v =gllando vagy A -v,=A4,-v,

(@aramvonalak siirliségével :

I {4 V{4

ahol az aramvonalak siiriibbek, ott v nagyobb)

i X =]
R A A AR

%3 7. -
pl. : vizcsapbdl lefelé kifolyé vizsugar miért keskenyedik ? ‘%“;ﬁ@
> gh‘,é&%g{:
Vi =V. L iEliiizi
1 151111001

A -Ax, = A4, - Ax,
A v At=A4,-v, At

Ax,

A -v,=4,-v,
B V _A-Ax_
At At

vagy az arammal : 1

Av = [ = qallando



a Bernoulli-egyenlet:  (1733g)

1 » 1 2

munkatétel : E-Axl—Fz-AxZ:Em-v2 —Em-v1
1 ,» 1 5
P4 - Ax, = p, A, - Ax, ZEPV.VZ _E:OV'Vl
Vv \'/
1 , 1 5
pl_pzzap'vz _Ep'vl
1 5 1 5
P +5P'V1 =P +§,O'V2
1 , , .. . , ,
p+—p-v: =dllandéo «— vizszintes csében aramlé
2 folyadékra

ha nem vizszintes, akkor hidrosztatikai nyomas tag is van :

| B , , 1 2 _ 1 2
Po =P+5,OV + pgh = allando vagy P1+EPV1 + pgh, —Pz"‘EPVz + pgh,
sztatikai nyomas torlényomas/dinamikai nyomas hidrosztat.nyomas
(gazoknal elhanyagolhato)

teljes nyomas



a Bernoulli-egy. alkalmazasai:

* nyomas-es sebességmeérés aramlasoknal

Pitot-cso

—>

—>

a p sztatikai nyomast av = 0-hoz tartozé

méri A-ban porte_ljes nyomast
méri B-ben
N— S .

Pitot-Prandtl csé :
a po-p torlonyomast méri :
aramlas seb. mérheto (pl. replilogép) : G 1

2(p, — =p+—p-v
V:\/ (Po—P) Po=P+op
o,

2

Venturi-cso is hasonlo






» foly. és gazok kiaramlasa kis nyilasokon :

S G S | ——

Mariotte-palack

h ha a foly. slillyedé felszine sokkal nagyobb, mint a kiomlé nyilas
keresztmetszete mmmp v <<v, m==p v = ( - nak vehetd

T 1/Zgh Torrichelli-féle kiomlési torv. (1646)
V, (levezetést Id. a gyakorlaton !)

Po

R

de ha ilyen a keresztmetszet ====p a kiomld nyilas valédi q°
keresztmetszete < q ===p kevesebb folyadék aramlik ki

DE : v, nem csokken h csokkenésével a Mariotte-féle palackban



- tovabbi alkalmazdsok : :@-‘L- _.
|

kiSél‘let * festékszoro, I &

folyadékpermetez ]

1
TR

|I.t-
1

T

:Ii”“i.

THIIIH

Bunsen-égo
vizlégszivattyu

Vi

kiSél’lEt + aerodinamikai paradoxonok : ’
ping-pong labda a tolcsérben ===p nem esik le -
papirlapok kozé fujni =—=p egymas felé mozd. - S~
ping-pong labdak kodzé fujni === pattognak ,>'““—"/8‘

/ \
cs6 végén korong, alatta tomor korong, csébe fujni ===p az alsé korong a fels6hoz
nyomaodik, visszapattan,...

a vihar ,leszippantja” a haztet6t
szélben jobb a kémények huzatja
nagy széllel szemben nem kapunk leveg6t



T
__g

=___

: a kisebbik hajé nekilitkozott a nagyobbnak

pl.

o

i

‘ -—l l

J

{1

1B

i



pl. : mozgdécsoves szivattyu :

mozgo jarmiivek folyadékfelvételére
(pl. mozdony vizfelvétel)

a Bernoulli-egy. a cs6hoz
viszonyitott koord.rdsz.-ben
(stacionarius aramlas!) :
1 2 1 ,
po“'ap'(_u) =p0+5,0-v +pgh  — oy =

pl. : forgécsoves szivattyu :

hasonlé megfontolasokbdl wm=mp v = \/r2a)2 —2gh,

u_

2gh



pl. : kisérlet : Segner-kerék :

_,}' T N 2 3 Rt o i
o ! A




orvényes aramlas :







surlédasos aramlas, bels6 surlodas (viszkozitas) :

Kisérlet :

vékony, mindenhol egyforma keresztmetszeti, vsz. csGben araml6
foly. nyomasa egyenletesen csokken (belsd surl. miatt) :

]
==
E— 1T a0
:—:i:—;f: hP ; h H TP
B 1 h
==k 2 Hlh
= T e e e v =l
F =3
£ f 3 O3 =

(P1—P)A-F,=0

!

belso surl.



Newton-féle belsosurlédasi torv. : réteges aramlas :

I F A mozog

Ay "_, Av -

B ——
- -
| l —

-

l_.___._._-_... _— _.:_ T, 'll é"

i |
| b I‘ F =77Aﬂ
e cr——— / / dy

kis sebességli aramlas ellenallas-torv.-e _ _ T
viszkozitas

PP o seb.-gradiens
Kiserlet : kanalat kihtizni mézbai g

n fugg T-t6l (pl hideg méz — meleg méz, vagy szurok, stb...)

1

amorf, hidegen is folyik nagyon lassan (évek
alatt atfolyik a tolcséren)

falba rogzitett vsz. Givegrud is lehajlik évek alatt

aramlé folyadékban érintéleges feszultségek Iépnek fel, DE : nem rugalmas fesziiltség !!!,
hanem a sebességkuilonbséget akarja kiegyenliteni : r v

T =—= _—
A ndy



folyadékok aramlasa csében :

a. parabolikus sebességprofil :

egy-egy folyadékréteg = vékony falu csovek egymasban
stacionarius aramlas — a rétegekre hato erdk (a belul levo elére huzza, a kulsdé
szomszéd lassitja, és (p,-p,)-A) ereddje =0 — levezethetd a parabolikus profil

Vv V
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F=(pi=py) A4 «— d=r"x

az adott sebességii aramlas fenntartasahoz  F = 8mnév erd szukséges
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=5 » pl.: OntozOberendezesek

golyé mozgasa folyadékban :

Stokes-torvénye : F :—672'77]/\/ — kozegellenallas

viszkozitas mérése : Ostwald-féle viszkoziméterrel
Hoppler-féle viszkoziméterrel
Stokes-torvénye alapjan leirasokat Id. mech.labor-ban

pl. : Ostwald-féle viszkoziméter :

P; - P2 = pgh = pgé

4
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kozegellenallas :

(aramlasi ellenallas, hidrodinamikai ellenallas)

kis sebességekre (< m/s) : laminaris aramlas; F, linearisan fugg v — tol : Stokes-torv.
nagy sebességeknél (m/s-) : Orvényképzédés; F, a v? — tol fiigg :
1
T 2
| | IR R RRRE AR alaktényezd
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pl. : hogyan célszerii hordét vinni tet6csomagtartén ?




turbulens aramlas : aramlasi sebesség novelésével a réteges aramlas
atmegy turbulensbe — Reynolds-szam: p pPry

e
ha R, 2 1160 (kritikus érték) =——> az aramlas turbulens lesz n

Hagen-Poiseuille-torv. érvényét veszti, az aramerdsség lényegesen csokken, a csé
ellenallasa megno

hidrodinamikai hasonlésag torvénye :

dinamikailag azonos aramlasi viszonyok geometriailag hasonlé testek korul akkor alakul
ki, haR,;=R,, == pl. repulogépek korili aramlas ugy modellezheto egy 10x kisebb
modellen, ha 10x olyan nagy az aramlasi sebesség !

orvények keletkezése, hatarréteg :

két, laminarisan aramlé folyadékaram talalkozasakor (pl. 2 folyé egymasba omlése, v. egy
foly.sugar bearamlik nyugvoé folyadékba) a surl. miatt orvények keletkezhetnek : az
elvalaszté6 felulet mentén a foly.-részecskék forgé mozgasba jonnek

orv.-k keletkeznek aramloé foly.-ban nyugvo, v. nyugvo foly.-ban mozgé testek mogott is (pl.
hidpillér mogott, kanalat mozgatunk levesben, de auté mogott a levegé is)

Kisérlet : Id. VIDEO-t is

kor alaku nyilason nagy sebességgel athalado foly. v. gazban orvénygyiiriik keletkeznek,
tobb méterre is eljuthatnak és elfujjak a gyertyalangot =—> az orvények nagy
stabilitasuak és ,,merevek” = folyékban veszélyes az usz6k szamara

hatarréteg : kis viszkozitasu kozegben (viz, levegd) mozgé test esetén a belsé surl.-t csak
a szilard test falai melletti rétegben (= hatarréteg) kell figyelembe venni
pl. : repulégép szarnyai mellett a hatarréteg1cm =<6 <10 cm
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rotor profilja :







| ™ agassags

lengely

a Magnus-effektus (1853) :

kozegben forogva halado test ,,elkanyarodik”,
pl, szabadrugas megkeruli a sorfalat, tenisz,
ping-pong labda megcsavarasa

kisérlet :

léeggombot megporgetve elejtiink — nem fiigg6legesen esik le
Id. VIDEO-t is



vizierégépek : pl. taristvandi vizimalom :

vizkerekek,
turbinak

hatasfok
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Pelton-Turbine

Hersteller: Escher Wyss, Ravensburg
Baujahr: 1950

Leistung: 31.000 kW / 41.600 PS
FallhGhe: 845 m
Schluckvermogen: 4 m3fs

Drehzahl: 500 U/min

Durchmesser: 2.760 mm

Gewicht: 6.880 kg
Betriebsstunden: 110.000 h

Erzeugte Energie: 2.480,000.000 kWh
Einsatzort: Kraftwerk Kaprun-Hauptstufe

—

78 ).




Francis-Turbine

Hersteller: J. M. Voith GmbH
Baujahr: 1957
Leistung: 31.000 kW / 42.000 PS
Fiillhohe: 142 m
Schluckvermogen: 27 m3/s
Drehzahl: 375 U/min
Durchmesser: 2.265 mm
Gewicht: 5.850 kg
Betriebsstunden: 150.378 h
Erzeugte Energie: 3.200,000.000 kWh
Einsatzort: Kraftwerk Schwarzach
o
- Verbund

Austrian Hydro Power




a turbina teljesitménye :

egy vsz.-en v sebességgel
érkezd, A keresztmetszetii
vizsugar egy fugg., nyugvo
lapra er6hatast fejt ki :

tv

( a gravitaciotdl eltekintunk )

l v «—— mindenhol ugyanakkora seb.-el aramlik, mert a nyomas
mindenhol egyforma (Bernoulli-torv.)

osszenyomhatatlan ====p kontinuitasi egy. is érv. ====p a |ap mentén elfoly6 6ssz-
keresztmetszet is A
===p 2 lap miatt a folyadék a lapra meréleges sebességét vesziti el: ‘Aﬁ‘ =V

impulzustétel :  |F| = AL_ Almv) _Am-v _ ApV)-v _ Alpdvar)v _ AV

At At At At At




ha a lap vsz.-en u sebességgel mozog a folyadéksugarral egyez6 iranyban :
v i , -
a lappal egyutt mozgé koord.rdsz.-ben az aramlas
stacionarius ===p 3z el6z6 gondolatmenet érv.,
csak a foly.-sugar seb.-e v-u lesz a laphoz képest :

I SRR i, ‘F‘:pA(v—u)z

v

forgo turbina esetén az u sebességgel mozgé lapat helyére mindig ujabb érkezik ====p 3
jelenség kvazistacionariusnak vehet6 :

a kilépo6 vizsugar vsz. sebességkomponense
megegyezik a lapatok u sebességével

a lapatoknak atadott impulzus, vagyis a rdsz.-re (= a
teljes turbinara) idéegység alatt kifejtett atlagos eré :

F:pAv-(v—u)

ﬁﬁg%s\ﬁ%ﬁﬂgg sebességvaltozas




pl. a Pelton-turbina esetén :

a vizsugar 180°-os eltérulést
szenved

|

allo lapat esetén Ay =2v

|

F =2pAv°

u seb.-el mozgé6 lapatok :
F =2pAv-(v—u)
az atlagteljesitménye :

P=F u :2,0Av-(v—u)-u

dP v
P maximuma : d—=2pAv-(v—2u):O — Y =
u

5 ekkor a kilép6 vizsugar seb.-e = 0,
vagyis a viz az 0sszes energiajat elvesziti a turbinan (a turbina
atveszi)

de: VESZTESEGEK — hatasfok <1 "



veszeteségek aramlié folyadékban :
valtozo keresztmetszetii cs6 — valtozd aramlasi keresztmetszet

pl. hirtelen vastagabb cs6 — a belépd folyadéksugar csak fokozatosan bovil erre a
keresztmetszetre —> mogotte (mellette) orvények — nyomasveszteség lép fel :

orvények nélkul is leirhaté : az imp.-tétel

a szaggatott vonal altal kozrefogott

feluletbe zart folyadékra

P> ( a fellletbe id6egység alatt bevitt imp. = a
felUletre haté ered6 nyomoerével ) :

pA2V22 - pAlvl2 =p, 4 —p,4,

+akont.egy.: Av, =A4,v,

|

(Pz — P )redlis = PV, (V1 _Vz)

1

ideadlis foly.-ra a Bernoulli-egy. szerint (p2 - D )l.dedh.s = 5,0(\/12 —vzz) lenne

1
a bekovetkezé tobbletnyomas-csokkenés = Ap, .., = (p2 — P )l. g~ (p2 — P )re = 5 ,o(v1 -V, )2

= veszteség

hasonléan hirtelen iranyvaltozasra is (pl. kis sugaru iv)

¥> egyenes, egyenletes vastagsagu, minél vastagabb csé6 a jo






CSILLAPITOTT REZGES,
KENYSZERREZGES,
REZONANCIA,

HULLAMOK



harmonikus rezgések, fogalmak : ismétilés :

periodikus mozgas, harmonikus mozgas, kitérés, amplitudo, fazis, kezdofazis, frekvencia,
periéodusidd, korfrekvencia,

kormozgas és harmonikus rezgémozgas kapcsolata :

KiSérlet + harmonikus rezgémozgas, Fizikai kisérletek 3. CD : 21'30"

»
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igy mozog pl a rigon rezgo test : @ & &

ragon rezgo test mozgasegyenlete : F=-Dy »
-Dy =ma
y = y(t) a helykoordinata 3
ooy _dy
dt a0 d2Y(t) . .
—D-y(t)=m- 12 ez egy differencialegyenlet
t
) dy d2y 2 .
legyen y(t) = Asinwt =) e A®Cos®t  mm—) w —A®” sin ot

ezeket visszahelyettesitve:
-D-A'sinwt = m(-1)-A-w?sinwt

D = mw? —)> O=_./—

m
altalanosan : y(t) = A-sin(wt+0) - B



rezgések osszetétele :

parhuzamos rezgések osszetétele :

X1 = Aysin(w,t+e,)
X = Xq + X,

Xy = Aysin(w,t+@,)

ha W =W, =W ===p  x = A-sin(wt+o)

A* = A7 + A, + 24,4, cos(p,—¢, )

ahol ( _ Ay sing, + 4, sing,

top =
7 A, cos o, + A, cos ¢,

specialisan : ha @,-@, = 0 (azonos fazis) =) A=A +A,
ha @,-¢, = 7 (ellentétes fazis) ==p A=A, 6 -A,

ha @,-p, =7/2 ==p  A=A2+A2
Al

ha P| P, = /2 és (p2=0 > tg(pzA—
2

ésmég A, = A, mp A=~2-4



ha w, # w, —) legyenpl. ¢, =0és @,=¢

} X = X4 + X, = Apsinw,t + A, sin(w,t+@)
X, = Ay sin(w,t+o)
hamég A; = A, = A és |w;tw,| >> |w,-w,| :

gyors lassu

rezgés rezgés

x=2A-cos| &= 4P| gin L 412
2 2 2 2

— —
——

az ampl. valtozik az idében !!! :

x=A(t)-sin G T D 4+ 2
2 2
!

lebegés

Kiserlet : lebegés hanghullamokkal (hangvillakkal)

lebegés frekv.-ja: f=f-f,



merdleges rezgések osszetétele :

x = A-sin(w,t) és y = B'sin(w,t+¢)

2 2
X Y Xy
haw,=w,=w — + =] =2
1—=2 [Aj (Bj A-B

.2 ez egy origo kp.-u
cCOS @ = Sin , , ”r . .
=S altalanos helyzeti ellipszis :

2 Y
B 1

)
.

specialisan: ha@ =0:

r_)
A B

L . B -
linearisan polaros
rezgés

v

v



hamlaﬁuo2 —)

rezgések felbontasa :

Fourier-analizis

il
N

v

Lissajous-gorbék

X
elliptikusan polaros
rezgés
hamégA=B: Y
cirkularisan polaros f’\
rezgés : R
\/A X
Fizdemo

X(t) = Ay + A;sin(wt+e,) + A sin(2wt+e,) + ....



csillapodo rezgés = havan csillapodas :

Kiserlet : ragon rezgé test vagy fonalon lengé test papirkoronggal fékezve

g =01

y minden valodi rezgd rdsz. csillapodé

(Id korabban rugalmassagtanban is !)
|| ﬂ
[\A/\Aﬂ[\[\[\/\/\/\/\/\/\/\/\/\ t
A
|
y(t)zﬂ-e_ﬂf -sin( wt )

A = A(t)

csillapodasi hanyados : az amplitudé az idével exp. csokken

K:y1:y2:y3—

Y3 V4 Vs

B = csillapitasi tényezo



A=A(t)=A4y-e "

K Y A-e M - Sin ot _ e P _ BT
vy AP sine(t, +T) e P
- o InK
a logaritmikus dekrementum: D:=InK=pT = f[=_———
T

ragon rezgo test + surlédas vagy kozegellenallas mozgasegyenlete :

F=-Dy-kv 2
_Dey(t)—k- ait)_ 4 ygt)
F=ma T dt dt
pl. 6rnnr (Stokes-torv.) k dy( t) dzy( t)
“w Y W dr’
W’ ﬂzzi

2
ddfm 28 dy(”moz Y(1)=0



2
LI +20- L) T a)Oz -y(t)=0 haB=0 ===p csillapitatlan rezgés
dt* dt
. 2 2
B < w, —ra a megoldas : a):\/a)o _IB

ezzel az w-val a rugon csillapitassal rezgé testre éppen (1) = A-e ?' - sin(wt )

D2

47?

haBné ===p wcsékken ===p Tnd: T:TO\/I—I—

B novelésével (pl. nem levego fékez, hanem viz, olaj, stb...) :

B =0.1

»

yA

’l
[\ﬂﬂﬂﬂﬂAnAﬂAAAAAhAAAAAn .

(A !



ha B elég nagy ====p nem lesz periodikus

aperiodikus hatareset !
ha B = w,

haf>w, ===p aperiodikus mozgas

kényszerrezgés - gerjesztés : ha az energiaveszteséget potoljuk

kiSél’lEt . kényszerrezgés, rezonancia, Fizikai kisérletek 3. CD, 23'00"

ha a gerjeszt6 frekv. megegyezik a sajatfrekvenciaval

rezonancia : amplituidé nagyon megnéhet : 42



pl.: hinta lengetése : kicsi Ilokések — nagyon nagy amplitadé
busz berezonal, ha a motor alapjarata nagyon alacsony
Tacoma hid katasztrofaja : gyenge oldaliranyu széllokések éppen megfelelé Utemben

) e —video

kiSél‘let s rezonans hangvillak, Fizikai kisérletek 3. CD: 25'48"



ragon rezgo test + fékezés + gerjesztés :

F = -Dy - kv + F sinwt d | A2 (1
— - D-y(t)—k- y() -SIn @t =m- y2()
F=ma [ dt dt
gerjesztéero T T T
0)02 _Db 2p= X a9 = o
m m m
d’y(t d .
() +20- ﬁﬂ-a)o y(t) =a,-sin ot
dt’
megoldas :
d
amplitado : A ="T— = ——p  max. amplitadé :
\/((DO -0’ ) +4p A = a,

max

\/(co02 — cor2 )2 + 4[3520)r2

faziskésés : O = arctg



pl ragoén rezg6 testre :

Aw = 2

D
sajatfrekvencia : ®y = \/;
: : 2 2
rezonanciafrekvencia : O, = \/coo -2p
cg s 3z A — 49
max. amplitudo : max > 22 ., o
\/(030 -, ) +4B° o,
e s 2Pw
faziskésés : 6 =arctg————
Oy — O,
Q)
nr s mogx ,r 0 .z rr
josagi tényezo : Q=—(,j0” arezgb rdsz. ha a
2 szélessége kicsi w,-hoz
képest)
8 A
félértékszélesség T
/2
w W,



csatolt rezgések :

kiSérlet . csatolt ingak, Fizikai kisérletek 3. CD: 27'39"
mya; = -Dyxq + c(xp-x)

mya, = -D,X, - ¢(Xy-Xy)

ha 0)10 = & 0)20 = &
1 my
@ C
E E _— C2 = —
| i \ f m,
X, m, m m, csatolasi tényezok

X .
2 szoros csatolas,

laza csatolas

rezgések felbontasa :

Fourier-analizis :

minden periodikus, nem harmonikus folyamat (rezgés) felirhaté olyan sin — és cos —
rezgések osszegeként, melyek frekvenciaja az alaprezgés frekv.-nak egész szamu
tobbszorose (Fourier tétele) :

f(t) = A, + A;sinwt + B,coswt + A,sin2wt + B,cos2wt + ....

T T

Fourier-egyiitthatok 2w, 3w, ... = felharmonikusok



kiserlet : Fraknoi ingak, Fizikai kisérletek 3. CD: 32'10"

hullamok:
 mechanikai « elektromagneses
* rugalmas kozeg « kOzeg nem szukseéges
- zavar-kelté targy * hullamforras
 (a kozeg egy részecskeéjét « (valtozo elektromagneses teret hoz létre)
rezgdmozgasba hozza) . terjedése a térben

* hullam: a rezgésallapot

Iokéshullam . egyszeri gerjesztés — a zavar végigfut a kozegen
harmonikus hullam : idében periodikus (szinuszos) gerjesztés

kiserlet : iskéshullam végigfutasa kifeszitett gumikotélen vagy csavarrigén
Id. még : Fizikai kisérletek (Televideo) CD, hullamok terjedése : 840" - t6l

hullam kililonbo6z6 kiterjedésii kozegekben :
vonalmenti — 1D
fellleti — 2D
térbeli hullamok — 3D



—

hullamfajtak : transzverzalis, longitudinalis, —
torziés (csavarasi) hullam PoverPont bemutatd
sikhullam, gombhullam,

H

L 1 e
LI v V VIV VNG U\-/\/‘U




polarizacioé : elliptikusan-, cirkularisan-, sikban polaros hullam

kiserlet : polarizacié koétélen haladé hullamokkal

hullamterjedés : x=ct, c =fazissebesség

hullamfiiggvény : y =A-sin ot
y=A-sino(t—t ) ==
C
t X
=A-sin2n(————
y (T = T)
Y = A'Sin((ot+(p0) «<—— akozeg gerjesztése

Y =A. sin(@t — kx + O ) «—— haladé hullam hullamfiiggvénye

T

periodicitasok :

x = allandé ===p  idObeli periddikussag : T
t=allandé ===  térbeli periddikussag: cT =)L hullamhossz



Doppler-effektus :

pl. : vonattal (szirénazé mentéautoéval,...) szemben haladva a vonatduda hangja
magasabb, ha mar tavolodunk, akkor mélyebb

ha a hullamforras (F) és/vagy a megfigyelé (M) mozog :

ha csak a M mozog : v
V'=v -(1 iij —=
ha csak a F mozog : VeV .
e m
C
Vm.
ha mindketté mozog : V= v \f:
_
—_— C

(v és v, az FM iranyaban pozitiv, ellentétes iranyban negativ)

Id. még : Fizikai kisérletek (Televideo) CD, hullamok terjedése : 8'40" - 6l

hangrobbanas :




rugalmas hullamok kiil. kézegekben :

szilard testekben, longitudinalis hullamokra : = | 4)
transzverzalis hullamokra (hurban) : €= \/ %) gltar !

KiSérlet: monokord

folyadékokban : csak longitudinalis hullamok lehetnek !!! :

E helyett a K-t lehet hasznalni: K = %
v
c = K (kompressziomodulus)
P
gazokban : ha T =all. : D
C=.— (nem teljesen jo)
p

gazban is csak longitudinalis hullam !!!
(foly. és gazokban nincsenek nyiréeroék)



folyadékok felszini hullamai :

( nincs rugalmas erd, a gravitacio és a kapillaritas okozza )

g-A 2m-a
c= +
2T g A

hah<<) ===p c=.,g-h

hullamok osszegzdédése, szuperpozicidja :

t X

= A, -sin2n(— ——
Y1 1 (T1 A
t X

= A, -sin2m(— - —=*
Y2 2 (T2 1,

az eredo hullam csak akkor lesz harmonikus, ha az 6sszetevok koherensek egymassal

koherencia = a talalkozasi pontban a hullamok faziskolonbségeidében allandé, azaz
T,=T,=TésA, =\, =A



y, = A, -sinZR(%—% )

1 1 )

- y=Yy,+Yy, =A-sin(ot+ )

y, =A -sin21t(L—X—2

. 2 5, A, ) ol A’ =A12 +A22 +2A,A, cos(Q;—¢,)
aho

_ Aysing; + A, sing,

toQ =
=9 A, cosp, +A, cosQ,

( parhuzamos rezgések osszetétele )

szélso esetek :

max. az ampl., ha cos(@-¢,) =1 ===p A=A +A,

az erosités feltétele : X, =X, =n-A=2n-= (n egész szam)

%/_/

utkulonbség

min. az ampl., ha cos(@,-@,) =-1 ===p A=A, -A, Kiolts
ioltas:

a gyengités feltétele:  x _x =(2n+1)- A ha A; = A,
2

[ —

utkiulonbség



halado és visszaverodo hullamok talalkozasa :

(pl. : 1D hullam visszaverodése a kotél végérol)

visszaverddés rogzitett végrol : ellentétes fazissal indul vissza
visszaverodés szabad végroél : azonos fazissal indul vissza



let

r

Isér

K




halado és visszaver6dé hullam talalkozasa  ==p allohullam :

L |

csomopont duzzadoéhely
csomopontok tavolsaga a rogzitett/szabad végtol:

vvvvvvvvvv

allohullamok :









Kisérlet : chiadni-féle porabrak
lasd még : Fizikai kisérletek 3. CD: 39'12"

Kundt-cso : Fizikai kisérletek 3. CD: 35'20"




tobbdimenzidés hullamok : pl. viz feliiletén ... (2D), hang (3D, pl. a robbanas )

hullamjelenségek :




kisérlet : hullamkad

Id. még : Fizikai kisérletek (Televideo) CD, hullamok terjedése : 8'40" - t6l
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elhajlas, visszaverédés, torés, interferencia :




Kisérlet :  Fizikai kisérletek (Sulinet) CD :

alléhullamok

csatolt rezgések
hullamok a mélyben
lebegés bemutatasa
longitudinalis hullamok
rezonancia

szokoéar a konyhaban
transzverzalis hullamok



visszaverodeésre :

o=aqo’

visszavert beesd

teljes visszaverodés

délibab
3 »vizes uttest”
megtort szivarvany
optikai kabel

l

optika, stb...

Snellius-Descartes-torv. :
torésmutato




tobbdimenziés hullamok :
pl. viz felluletén ... (2D), hang (3D, pl. a robbanas )

elhajlas
visszaverodés Snellius-Descartes-torv.
torés torésmutato

interferencia

Huygens-elv
Huygens-Fresnel-elv

pl. : alkalmazasok :







energiaterjedés hullamokban :

¥ széls6 helyzetben v = 0 és megnyulas =0

As
_1 2, 1 2 2
<> 1
A w AEZ%AWI'(A'G))Z'COS2(Q)I)+EAI7’ZC()2'(A'Sil’l((()f))z
AE:lAm-Aza)z
2
AE 1 y 9
ias(ir(iséq : oc=—=—p-A" -@
energiasliriiség MG 2,0

intenzitas = fellletegységen idéegység alatt ataramilé energia :

AE 1
(Mm=p-AV=p-A-As=p-A-c-At) ] = )




hangtan : 3D hullamjelenség rezgés — kozvetits kdzeg — fill
(rugalmas hullam)

Kiserlet : «kszvetits kozeg = levegd === ha kiszivattytuzzuk, nem hallatszik :

vakuum-
szivattyu

o
hallhaté tartomany, infrahang, ultrahang
20 - 16000 Hz 20 Hz alatt 16kHz folott

l

épuletek ledontése : rezonancia



hangforrasok : szirénak

huros hangszerek (mint a megfeszitett drot rezgései, alléhullamok)
sipok (nyitott, vagy zart végui)

Kisérlet :
hangkeltés kartyaval : ——

vagy szirénaval

hangmagassag : az alaprezg. frekv.-tdl filgg : nagyobb rezg.szam — magasabb hang
(Galilei)
két hang viszonylagos magassaga = hangkoz = f,/f,
2:1 aranyu hangkoz = oktav
20-16000 Hz — 10 oktav (beszéd = 1 oktav, zene = 7 oktav)

hangszin : alaphang + a felharmonikusok frekvenciaja és erésségétdl fiigg



hanglebegés : x, =A;sinw,t

és w, ¥ W,

N €)M X 6
X = A(t) - sin| — R
[ 2 2
az ampl. valtozik az idében !!! :

ez a lebegés
lebegés frekv.-ja: f=f-f,

kiserlet : lebegés két dobozos hangvillaval

a hang terjedeéese :
a terj. seb. fugg a kozegtol, hom.-tol, nyomastaél,...

visszaverodés : visszhang, tavolsagmeérés (pl. tengermélység, ultrahang
denevér,...);

sz6csO0, sztetoszkop,...;

torés, elhajlas : a hang nagy tav.-ra is elhallatszik a foldon : a kul. hom.-
U levegorétegekrol visszaverodik;
pl. egy épuletben mindenhol hallani a beszédet



hurok rezgései :

alaphang : t
) M2 |
felhangok :
C
) N2
C C

pl. : hegedii, Id. korabban nagyobb abran



KiSérlet: monokord :

ha a feszitéer6t 4x-re noveljiik } : - .
ha a hur hosszat felére csokk. ==> az eredeti hang oktavjat kapjuk

1 F
v, = — a huar alaphangja
20\ p-q
n F . :
v, = EYR =n-v a felhangok (az alaphang harmonikusai)
P-4

palcak rezgései :

—) hangvilla
doromb




levegooszlopok rezgései = sipok :

;
]
f
|
£
i
|

nyelvsip ajaksip

Kiserlet: sipok, furulya, stb...; sorosiiveg;
hartyak (pl. dob), lemezek rezgései (Chladni-féle abrak — Id. korabban)

Bagany Maté ...

trombita :

maestro musicl.wmv
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