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Munka-, tuz-, polgari-, vagyonvéedelmi
oktatas



~sctartalomjegyzek”

Bevezetes
a fizika targya, helye a term.tudomanyok korében, a fizikai
megismeres folyamata €s modszeret, a fizikai mennyiségek
jellege, mértékrendszerek, alapmennyisegek

Kinematika
anyagi pont egyenes vonalu €s gorbe vonali mozgasa
egyenletes €s egyenletesen valtozo mozgasok
merev testek mozgasai

Dinamika
Newton torvényel, impulzus, ero
alapvetd fizikair kolcsonhatasok (erOtorvenyek)
munka, energia
¢gl mechanika .
mozg0 vonatkoztatasi rendszer
specialis relativitaselmélet
pontrendszer mechanikaja
merev testek
deformalhato testek
rezgések, hullamok
hangtan



irodalom : 1.

A

Budod A.: Kisérleti Fizika L.

Holics L.: Fizika I-II.
kozepiskolas fizika tankonyvek
Oveges konyvek
Tasnadi-Berces-Skrapits-Litz:
Mechanika I-1I + HOtan

eloadas + szamolasi gyakorlat + labor

nem kotelezo

l

vizsga

kotelezo kotelezo

l l

gyak.jegy gyak.jegy



a fizika helye a termeészet-
tudomanyok korében

clettelen természet vizsgalata

c¢l: a természeti jelensegek tanulmanyozasa,
objektiv torvények megismerése, ezek
ervenyessegl hatarainak vizsgalata, €s
a torvények gyakorlati alkalmazasa

de : kemia, foldtudomany, csillagaszat 1s
interdiszciplinaris alkalmazasok (pl. kristalyok vizsgalata)



a fizikai megismereés folyamata

/ \

konkrét = altalanos altalanos = konkrét
induktiv deduktiv

|

megfigyelés :+ spontan tapasztalas (alma leesik a farol)

tudatos Kisérletezés — mérés

* a fizikai jelenségek vizsgalata
mesterséges koriilmenyek kozott

» kezdet1 feltételek

» egyszerre csak egy fizikai
mennyis¢get valtoztatunk mikozben
egy masik valtozasat regisztraljuk

(ejtegetds kisérleteket végziink)



megfigyelés —= kovetkeztetés :
a Fold vonzza a tobbi testet

modell / elmélet alkotas :>
Newton-fe¢le gravitacios torvény

v

hiPOtéZiS / J'()S!{‘S 3 (fizikai mennyisegek
vajon barmelyik ket test kozotti osszefiiggesek)

vonzza egymast ?

l megfigyelés
Gjabb kisérlet, megfigyelés 7 ™

l hipotézis alk. ‘ kovetkeztetés

\\ elmélet /

1gen




a fizikai mennyiségek jellege

skalar = szam : csak nagysaga van pl. tomeg
vektor = szam + 1rany : nagysag + irany 1s  pl. er0
de mas jellegli mennyiség 1s van meég
(pl. mechanikai fesziiltseg)
+ mértékegység
a kiilonbozo egysegek nem hasonlithatok 6ssze !!!

muveletek vektorokkal (+, -, skalarral szorzas,

skalaris szorzas, vektori szorzas)

pl. tomeg
pl. homérséklet

0szeadodo (extenziv)

, AT , mennyiségek
kiegyenlitodo (intenziv)



meértékrendszerek, alapmennyiségek
altalaban SI :

alapegységek: hosszusag, meter ‘m]
tomeg, kilogramm [kg]
1dO, masodperc [s]
elektromos arameroOsseg, amper A]
homérseklet, kelvin K]
anyagmennyiseg, mol 'mol |
fényerdsseg, kandela  [cd]

kiegészito egysegek: sikszog, radian [rad]

térszog, szteradian [sr]

szarmaztatott egyséegek:
az alap- ¢s kiegeszito egysegekbol algebrai muveletekkel
pl : sebesség [/ ], erd [ke™/ -], ...



nem Sl-egységrendszerek (pl USA):
inch, coll, hiivelyk, 1ab, meérfold, gallon, Fahrenheit, stb ...

elotétszavak:

exa
peta
tera
giga
mega
kilo
hekto
deka

o5 QAT m

deci
centl

milli
mikro
nano
piko
femto
atto

o o

SDH'NUE’;E




pl : gigawatt, megawatt erOmuvek teljesitménye

kilowattora haztartdsok energlafogyasztasa
kilogramm pl, alma, kenyér, stb... tomege
kilométer tavolsag

de pl. a szamitastechnikaban 1 kilo = 2'0=1024 !
hektoliter hordok trtartalma
deciliter kisebb edeények lrtartalma
centiliter meég kisebb Urtartalom
deciméter, cm, mm, nm  tavolsagok
cg, mg, ug kis tomegek

az ezektdl kisebb 1ll. nagyobb egysegek az atomi ¢és meg kisebb
merettartomanyban elofordulo tavolsagok €s energidk jellemzésére
hasznalatos



egyeb, nem SI, de hasznalt mértékegységek:

fok, perc, masodperc (szogméres) n rad = 180°
angstrom (A) =10"1"m
fényév (tavolsag !!!) ~9.46'10'% km
hektar (ha) 100 m < 100 m
liter (0) =1 dm’

mazsa (q) =100 kg

tonna (t) = 1000 kg

Ora, perc, masodperc (1doméres; ¢€s €v, nap, honap, stb...)
km/h 3.6 km/h=1m/s
atmoszfera (atm) = 101325 Pa
bar, mbar =10° Pa
kaloria (cal) =4.1868 ]
kilowattora (kWh) 1 Wh=3600]J
16er6 (LE) ~736 W
celsius fok 0C°=273K

stb ....



MECHANIKA - mozgasok vizsgalata

l \ (= I?elyvéltoztatés)

kinematika dinamika
a mozgds leirasa a szemléld a mozgdsfajtak, a
szemszogebol. valtozasok okait vizsgdlja.
nem keres okokat.
, * fomeg,
*palya , tehetetlenségi nyomatek
* elmozdulas, elfordulas * erd, forgatonyomaték
» sebesseg, szogsebesség o lendiilet, perdiilet

e oyorsulds, szoggyorsulas energia

vonatkoztatasi rendszer : koordinatarendszer



koordinatarendszer :

harom, nem egy egyenesen levo ponthoz lehet
Vlszony1tan1

vagy az ezekre 1llesztett tengelyekhez :

X-y-z jobbsodrasu rendszer legyen

pl. egy merev testen kijelolhetjik ezeket a pontokat



foldrajzi hely megadasa:
origo a Fold kp.-ja
z-tengely a Sarkcsillag fel¢ mutat, az yz sik atmegy
a Greenwich angol falu csillagvizsgaldjan

munkadarabon furando6 lyuk helyének megadasa:
a munkadarab ¢le1 a koordinata-tengelyek (tervrajz)

epliletek, stb...

derékszogl koordinatarendszer:

ont helyzete = az yz, zx €s xy siktol mert tavolsagok
Vag?ns az X-, y- €s y-tengelyekre vett merdleges
vetuletek)



2 vagy pedig
polarkoordinatak:

_______________________________________________________

i, 1 9 =polarszog
; © | (= azimutszog

(foldrajzban ez a
hosszusagi fok, a
sz¢lessegi fok pedig
a 3 potszoge)

<

X =T SINY COSP
y =71 SInY SInQ
Z =T COSY




o sok, ehhez képest nem mozgd Gjabb koord.rdsz. 1s
megadhat0 ==  vonatkoztatasi rendszer

nem kell anyaghoz hozzarendelni

pontszerll testek pl. Fsld a Nap koriil, v. vonat BP és NyH koztt. ..
pontrendszerek pl. felrobbané bomba repeszei, tiizijaték, ...
merev testek pl. forgd porgettyl, falhoz tamasztott Iétra, ...

hétkoznapi ¢€letiink soran a vonatkoztatasi rendszer

a Fold
(eltekintiink a forgastol)



kinematika mozgisjellemzése :
milyen palyan mozog
menny1 ido alatt menny1 utat
tett meg, vagy :
mekkora elmozdulasa van...

1d0, 1dotartam, 1dOpillanat, esemeny
1d0 = két esemény kozotti idotartam
idomeéreés : periodikus folyamatok alapjan (,,0rak’)
pl. csillagok jarasa, homokora forditgatasa, stb...
Galile1 (1583) : ingalengések egyenld idGtartamuak
> elsd Ingaora

(keveésbe pontos orak mar eldtte 1s voltak)



a legrégebbl mechanikai 1doméro szerkezet
1386, Anglhia

legpontosabb oOra
atomora (Cs) N

1d0 egysege :
masodperc

1s = 9192631,770
Cs-rezgés



tavolsagmérés : a meéter-etalonnal vald dsszehason-
litas alapjan (,,vonalzok™)

vegpontok oOsszeillesztese, 0 jelzeés

ha nem lehet egymas mellé tenni:
leolvasas parhuzamos fénysugarakkal (tlikorskala)

SZem

4




leolvasas pontossaganak novelese : optikal eszkozok
finommechanika (csavarmikrometer), noniusz

méresi pontatlansagok = pl:
{=(3,46+0,07) cm

l

labor



mozgas jellemzése :

palya

>y

O
/\ vonatkoztatasi rendszer : Descartes-féle jobbsodrasu
X koordinata rendszer



f(x)

f(Xo)

AY = f(X) (pl. a hely az idé fgv.-ben)

AN

m = tgo =

f(x)—1(xy)
X — X,

\

> X

Xo \ X

differenciahdanyados



AY = f(X) (pl. a hely az idé fgv.-ben)

AN
erinto differencialhanyados (derivalt)
|
O Xg—— X / X > X
m = (tgo) = lim O~ T _ ) _ o o)
=%,  X—X, dx
ha 1dofuggés van (x =t) : a1 _ o)

dt



¢ sebesseg
7 0o vektor t (s)

A ’l/& Vi
N /

At AB
elmozdulas

palya

pillanatnyi sebesség

/ "’
Py =Py ARy dF
t—>t, f — tO At—>0 At dt




sebességvektor 1ddben valtozhat

A\_; d\_; R de;

C_i — llm = =V — 7 — 77
gyorsulasvektor
v(t)
AV(AL)
- ..”‘:
&
V(t+ At) V(t+ At)
tangencialis, a AV
gyorsulasvektor < & t

centripetalis, a., AV



<l

Vi) ha At<<1:

AV, | =[P (1+ A1) =V (2)]

AV, |=v(1)-Ag,

kinagyitva :

vo»
AV /iy, Ap(At)
vV
AVt v(t+ At) nagyon messze arra—»
Osszeer a két vektor
(k6z0s pontbol
indulnak)
ra_dV_dZS =§—l‘-(.[.)—l’-[3)
[Atés | ° dt dt*
—) ¢ A 5
At—0 a_ =v(t)-lim Py [z r-m = Vj
\ At—>0 At r



mozgasfajtak

] AN

Daladd , kormozgas, rezgomozgas,
ataao mozgds — forgé mozgds hullammozgds

* egyenletes e egyenletes  * harmonikus

* valtozo e valtozo e anharmonikus

A (dsben) 4

egyenletesen
nem egyenletesen

pl. : halado mozgas :

pl. vonat a sinen, gyalogos a jardan, stb...



legegyszeriibb mozgas :

kisérlet :

tapasztalat :

egyenesvonalu egyenletes mozgds.:

palya : egyenes
sebesség : 1dOben allando
(vektor !) =—— a=10

pl. : vonat a nyilt egyenes palyan
mozgolépcso, ...

Mikola-cso
A (gimnéziumi tanar volt

a mult szdzad elsd felében)

a buborek altal megtett utak az 1dok
fliggvénycben egyenest adnak :



tapasztalat : a bubor¢k altal megtett utak az 1dok
fuggvényeben egyenest adnak :

ut (m)
A

— 1t ~1d0

ut =v-1do

' ' >
mas szavakkal : 1o (s)
az egyforma 1dok alatt megtett utak egyformak

megtett ut S ,
V= — == sebesseg
kozben eltelt ido t




a megtett ut meghatarozasa a v-t grafikonrol :

Isebesseg 'sebesseg ' sebesseg

l

sxS,+ 2 V.(t)-At,
i=1

t,
it = gorbe alatti teriilet s=s, + [v(t)dt
t

1



illanatnyi sebessé
sebesség/ P Y .

atlagsebesség

pl. : auto v. vonat NyH ¢s BP kozott,
1dOnként megall

feladat : egy gépkocsi egy utat odafele 60 km/h sebesseggel,
visszafele 80 km/h sebességgel tesz meg. Mekkora a
teljes (oda-vissza) Utra szamitott atlagsebessége ?

(68.5 km/h)
0sszes ut

atlagsebesség # sebességek atlaga !l v=- —
osszes 1do

(mert lassabban hosszabb i1deig megy)



hasonloan ,,egyszerll” mozgas meg :
egyenesvonalu egyenletesen gyorsulo mozgas:

palya : egyenes
sebessegvektor : 1doben nem allando :
iranya allandé
nagysaga idoben egyenletesen nd
“— a>0 (a,)
pl. . vonat az allomasrol elindul
s gyorsit (egyenes palyan)

kisérlet : lejton legurulo golyo
(kiilonb0zd hajlasszogeknel)

tapasztalat : s~t2 — parabola



s ~t* konkrétan :

a
S = . tz es v=a- t
(2 J
gyorsulas
\'%

ut




lassulasnal : — Q v

nem nulla kezdGsebessegrol
indul6 mozgas :

a
s=v0-t+2-t2 es v=v,+a-t

szabadesés :
elejtett test mozgasat csak a Fold vonzasa befolyasolja

elsO kisérlet1 vizsgalata : Galilel



Galiler :

,» ... 4z €80, nehéz test szabad mozgasa allandoan
orsul... amennyire én tudom, meg senki sem

allapitotta meg, hogy a tavolsagok, melyeket egy

nfrugvé allapotbol indulo test egyenlo mtervallumok

alatt befut, ugy aranylanak egymashoz, mint a

paratlan egeész szamok, kezdve az egyseggel... .,

kisérlet : ejt0zsinor y
o ' )
v az egyes golyok altal
¢ megtett utak
¢ ® E—
o )
o
® 3 > t

? 1 azaz ittisV ~ t




v~t — aszabadese¢s is egyenesvonalu,
egyenletesen gyorsuld mozgas

kisérlet : papirdarab ¢s vasgolyo ejtése levegOben
ejtocso nem egyszerre érkeznek le
kisérlet : papirdarab ¢s vasgolyo ejtése
(vakuumban) —— egyszerre érkeznek le

l

minden szabadon eso test

v=g-t gyorsulasa ugyanakkora !!!
> — 14 14 ® 14
<= g 2 ~— nehezsegl gyorsulas,
2 ) g — 9.81 ™/ <2

g pontos merese: Eotvos Lorand; ingak, stb...
pl. : kat mélységének mérése beledobott kovel = 5t



fiiggoleges hajitas lefele, felfelé :
= nem nulla kezdOsebessegll szabadeseés v=v,+g-t

s=s0+vo-t+§-t2

ferde hajitas (vizszintes hajitas) :
fliggdleges €s vsz. komponensekre bontva :
fugg. hajleas feltele

egyenesvonalu egyenletes
mozg. vsz.-en :

Max, ameddig mozog f0l-le,
v @fne/kedésl addiggmegy j%bbra

> <

nulla kezdeti magassagrol

—> X
temelkedési — tesési \/hajl’tés max. tavolsaga




feladat : egy 150 m magasan szallo repiilogéprdl csomagot

dobnak ki. Mennyivel a cél el6tt kell a csomagot kidobni,
ha a geép sebessege 200 km/h ? (304 m)
(= vsz. hajitas adott magassagbol)

\ X
0 O:’ — L

=
(=
U
C_F
(\)




feladat : egy 30 m magas sziklaperemrdl 30°-o0s szégben 16nek
agyuval az érkez0 kalozhajora. A 1ovedék kezdo-
sebessége 100 m/s. Milyen messze legyen a kal6zhajo,

pY hogy cltalaljak ?

|

_A0Q0

-

No~ _~
307

YO =Yy + Vo, t—

2 y
-t%, es v,, = all.



mozgadsok osszetevese :

folyon egy csonak megy keresztil, hol ér partot ?

Nl . l'

e
N

i

vektorok Osszeaddsa pontosabban kesobb !



__— egyenletes

— egyenletesen gyorsulo (lassulo)
_|_

kormozgas :

egyenletes kormozgas : >
o = all. 0 szogelfordulas = A
_At
s/ &
= ) o=
O A

jobbkéz-szabaly

periodusido : T — 2=
fordulatszam : f — 1/T

szogsebesseg : @ = 2n/T = 2nf
O=0m"t
S=T"@
V=r-'o



a,=0,dea,#0: (_[5 !
l

t Q
Sz0g-
+ “—;\sebesseg
/
acp :
\"4 . —
‘ L A |1
— —> . (D:— -
V=0Xr At |'s
W=IXV 5=% 1



egyenletesen valtozo kormozgas : a, = all.

A® Av

- =3l Q. =r- a=—=all.
P At t P At
w=p-t V=r-o v=a-t

1 o) 1 2
= Dbt S=7T~- s=—-a-t
0 213 0 5

mozgas tetszoleges palyagorben :
a palyagorbét minden pillanatban egy-egy
korpalyaval helyettesithetiink

l

egyenletes mozgas

: : , szabalyai1 érvényesek
egyenletesen valtozo mozgas } y y



” '« - _— harmonikus
FeeE0mozEas - — anharmonikus

harmonikus rezgdmozgas :

x(t)=A-sin(oo-t+(p0)=Aosijjn-t+(p0j =A-sin(27t-t+(p0)

T T
I T = peri0odusido/rezgesido
amplitudo f=1/T, frekvencia
kortrekvencia kiserlet
Xy rugon rezgo test,
megpenditett hur,

o hangvilla végen ta,
/\ A megutjuk, majd

"+ kormozott
v v uveglaphoz €rintve
Al > 1 htzzuk
T egyenletesen huzzu




X(t)=A-Sin(@- t+@Q,) — V(t):fi(t):A-w-cos((o-t+(p0)

)

a(t) = v(t) = x(t) =—A- ®* - sin(®- t+ @,

NV

\ / v#t

N/

\/ !




a harmonikus rezgdmozgas ¢€s egyenletes kormozgas
kapcsolata :

csillapodo rezges :

p=0 B =0.4

harmonikus ampl. er6sebben csokken

»-01 «— Cslllapitasi tényezo s
ampl. csokken = fekezes

aperiodikus
hatareset




___» parhuzamos
™ merbleges

kisérlet : rezgések 0sszeadasa  + ﬁ

Fizdemo.exe

rezgések 0sszeadasa

Lissajous-gorbek
merey testek egyszerii mozgasai :
o transzlacio (halado mozg.) es
* rotdcio (rogz. teng. koriili forgas)

transzlacio : \
a test pontjainak elmozdulasa

ugyanakkora (vektor) \

pl. : oriaskerek kosarai

de ez fligg attd, h. milyen koord.rdsz.-bol nézziik



rotacio :
rogz. teng. koruli forgas = a test pt.-ja1 egymassal
parhuzamos siku korpalyakon mozognak, ¢€s a
korok kp.-ja1 egy egyenesre esnek :

a forg.teng. nem feltétlentl
megy at a testen !

pl. kaparoszalag :

minden pont szogelfordulasa, szogsebessége, stb...
egyforma



forgo mozgas :
merev testek egy tengely kortili forgasa :

a test egyes pontjal nem mozdulnak
‘— forgastengely

rogzitett tengely, szabad tengely

legalabb 2 pont rogz. 1 pont kortl forog

(kerék, motor,...) (porgettyl, labda,...)
kiserlet : porgettyu bonyolult !

o = all. ¢s v # all. minden pontra

a tobbi1 pontjai a tengely kortili korpalyakon
mozognak
visszavezettik kormozgasra



egymashoz kepest mozgo vonatkoztatasi rendszerek :

egy ,,nyugvo” + egy ehhez képest ,,mozgd” vontk.rdsz
\Y V’

pl. . sin €s vasuti kocsi ,
folyopart és viz } halado

a Fold forgo

a pont V-hez lépest ,,abszolut™
elmozdulasa (A )

a V’ azon pt.-janak V-beli
elmozduldsa, amelyben a pont
az 1ddszakasz elején volt,
,szallito” elmozdulas (A ), és
a pont V’-hoz viszonyitott
elmozdulasa a .., relativ’ elmozd.
(A¥) ==  Ar=Ar,+Ar'




— — —

> > > > > >

Ar:Arsz_I_Ar'—V:Vsz_l_V' —) a:asz_l_a'

forgod rendszerben :
q .Y

d=-@ -F= —ooszzf —20,0'F— 0" F
szallitod relativ
gyorsulas gyorsulas

132 X = NP7 Y X =4
-20,0'F =+20, X (O'XF) =20, XV
d=a_ +26, xv'+a' <

26 xv' — = Coriolis-gyorsulas



merey testek osszetett mozgdsai :

sikmozgas :

kényszermozgas, = tetszdleges halado ¢s forgo
mozgasok ,,0sszege”

a sikmozgas leirasa a testhez rogzitett tengely kortih
forgassal :

a test egy O’ pt.-ja legyen a forgaspt., ezen atmegy
a mozgas sikjara merdleges forg.teng.
az O’-vel egylitt halado V’ rdsz.-ben a test forogni
latszik ezen teng. korul :  v.'= O XT,'

ezen pt. seb.-e a V-rendszerben :

V.=V, +®OXL,'" =transzlacio + rotacio



gordiilo mozgas : = forgas rogzitett tengely korul +
halad6é mozgas

it csuszik |

. tiszta gordulés = csuszasmentes (]auto

egyenletesen halad)

csuszva gordiilés (hirtelen indulas,
vagy fekezes)

gordiiles



vonatkerek : |
az a pont ,,annyit halad

elOre, mint amennyit
visszafele fordul” :

V., =T ®
azaz a sinhez képest
all !!!

pillanatnyi
forgastengely

ez a pont hatrafele mozog !



porgettyu :
a test egy pt.-ja a kiszemelt V vonatk.rdsz.-ben
nyugalomban marad

a teng. atmegy ezen a pt.-on, de helyzete valtozik

a kinematikai leirast 1d. tankonyvekben ...

szabadsagi fokok :

szabad mozgas : 3
kényszermozgas : kevesebb, mint 3

merev testre : 6 ( 3 hely €s 3 elforgatas )
transzl. rotacio







dinamika = mozgasok, mozgasallapot-

regen :

Galiler :

valtozasok okainak
vizsgalata, leirasa

a mozgas fenntartasahoz egy masik test
allando hatasa (= ,,erd”) kell, pl. egy kocsi
csak akkor mozog, ha huzzuk

elinditott €s magara hagyott test annal
hosszabb utakat tesz meg, minél
simabb/csuszosabb a felulet

l

gondolatban folytatta : az egyszer elinditott
test megtartana mozgasallapotat, ha a felilet
akadalyozo hatasat (surlodas) ki lehetne
kliszoboln1 = tehetetlenség torvénye



a tehetetlenség torvénye — axioma = alaptorveény
Newton megfogalmazasaban : valoszinuleg 1gaz
minden test megtartja mozgasi allapotat (= sebesse-
genek nagysagat €s iranyat), amig mas test/testek
hatasa annak megvaltoztatasara nem keényszeriti
inerciarendszer \—> Newton L torv.

Newton : 1642-1727

mechanika torvenyei, differencidlszamitas, szin,
optika, tiikros taveso, graviacio (0szefoglalta
Kopernikusz, Galile1 ¢s Kepler felfedezeseit)
1687-ben ,,Principia” == 1705-ben lovagga ttik

Newton elott : er0 = ember altal kifejtett ,,eréfeszites™

utana : ero = testek kﬂcsénhatésénak meérteke

feltétele: erintkezes, kiilonbozo allapot ...
eredménye: mozgasallapot-valtozas




ha két test kolcsonhatasba lep

mindkettonek megvaltozik a mozgasallapota :

pl. : két, korcsolyan all6 ember hiizza egymast / egyik
huzza a masikat / masik hizza az egyiket,
mindkettd elmozdul

az elmozdulasok (¢és a kapott sebességek)
ellentetes iranyuak

a koverebb fog lassabban mozogni
kisérlet : kocsik titkozese sinen / 1égparnas asztalon

|

a kolcsonhatas torvénye : ( = tapasztalat ! )

a sebessegvaltozasok ellentetes iranyuak, €s a
sebessegvaltozasok nagysaganak hanyadosa egy adott
testparra jellemzo allando, nem fiigg a kolcsonhatas
modjatdl = a tomeget lehet definialni



tomeg : cgy B test tOmege n-szerese az A test
[kg]  tomegenek, ha kolcsonhatasuk soran a B
test sebességvaltozasa n-ed része az A

sebessegvaltozasanak —
a tomeg a test tehetelensegenek mertéke
+ mereések = a tomeg tranzitiv

de : fénysebesseégnel mas !!!
masképpen fogalmazva : m, - AV, =—m, - AV,

. (VZH_VZ')

ml .(VIH_VI') —

—

= | o V— " "

|

—

impulzus — p=m-V
(Iendiilet)

—

2 test kolcsonhatasa soran ~ Ap, = —Ap,



Ap, =—Ap, — P;+P,'=P, +P,"’
= impulzusmegmaradas < zart rdsz-ben!

pl. egyforma tomegek utkozesénel a ,,kozepsd” pont
helyben marad, ha mindkettd egyforma sebesseggel

halad . ~ . m2 N ~ ml . i‘l + rn2 . FZ
Fop =11 T (f, -1;) =
p
: m, +m, m, +m,
tomegkozeéppont l ~ ~
_my v, +m, - v,

Voo, =
tkp
In1 l InZ

a szamlaloban m,-v,+m, v, allando )

utkozeéskor a tomegkozéppont egyenesvonala
egyenletes mozgast veégez



ero = kolcsonhatas meértéke :
menny1 1d0 alatt mekkora impulzusvaltozas van ? :

A(m V) A;’) .

=M =11
F At Aj

impulzus- N N
etel F=m-g

IN] > Newton IL. torv.

( = dinamika alaptorvénye )

pl.: kalapacsiités

erotorvények : rugo : F.=-k(Al) (megnyulas is)
K (Hooke-torv.)

— |

kiil.sulyok

igy a rugo megnyulasa all. 2« e kiil. megnytldsok




gravitacio: G =mg

de : F, —ymrM Fg —F =y m-M
A £ "(R+h)’
Fg:ymo?/[:m-yMz:m-
R R
8

vy =6,67-10""1 Nm?/kg?

5 _ IIlM i:o
8 y(R+h)2 9

Newton..

pl. : aHoldra csak F, hat a Fold
miatt (korpalya 27,3 nap
keringési 1d0)

suly = sulyero =F___vagy G

grav



surlodas :

kisérlet :
lejton lecsuszo fahasab :

tapasztalat :

k. ellentetes az elmozdulas iranyaval
nagysaga nem fligg az ¢rintkezo

feliletek nagysagatol

allo targyat neh¢z megmozditani, de utana mar
konnyebb tolni

csuszasi : F o= poF o
tapadasi: O <F <F .. =WwF,
CS Hcs < M

tapadas: fa-fa: 0,6; acél-acel : 0,15; acél-jég: 0,027

surlodas —



Mes < W == allo targyat nehéz megmozditani,
de utana mar csuszik

Mes < My == fékhatds : ne csusszon meg a kerék !!!
blokkoldsgatlo <~
elindulas == kiporgesgatlo

csapagyak : olaj, gaz

- 1., csokkentése
kopas csokkentése

csopdgy g7 .

Ievegéréfeg Ee



pl.: teherauton vaslemezek egymason, kanyarodik,
szembol jOn a busz, lemezek lecsusznak ...

autogumi merete, fekpofa/fékbetet mérete mégsem
mindegy = miért ???

az anyagot le kell ,,reszeln1” a feltletrol :
nagyobb feliillet — tobb atom — tobb kotes felvagasa

pl. . az autdo miért tud kanyarodni (miert nem csuszik
k1 egyenesen az utrol) ?

mert ki akarna csuszni, de a tapadasi surlodasi erd

ezzel ellentétesen hat, azaz a korpalya kozepe fele (=

F ), ez tartja korpalyan az autot.



kozegellenallas :

folyadekban, gazban mozgo testek



tapasztalat : F, . ellentetes az elmozdulas iranyaval
nagysaga fligg a mozgo test feltuletétol,
sebessegetol es a feliilet alakjatol

_—~F, =-kKApv < kis sebességeknél
T F,,,=-kApv? — nagy sebességeknél
pl. : hordot visznek tetocsomagtarton

kényszerero :
pl. alatamasztas (felfliggesztés) altal a testre hato erd
Fn
: , A
INgamozgas
Foy
- |m
mg
F,,=mg F,<mg (=mgcosa)

F,, mindig meroleges az alatamaszto feluletre



pl. : az aut6 miért halad az uton ? :

J autora hato erok :

‘® i ‘®
tFny 1F oy
I:ts,2 Fts,1
a,=0 — YF =0 — G=2-F,
dv
ZF]X_Ftsl_Fts,2>0 — a4 = %0




felhajtoero, Coulomb-ero, magneses ero, | 14 1és5b
van der Waals, stb ... '

tovabbi tapasztalat :
— —

FAB - = FBA

> Newton III. torv, vaskocsi
( = hatas-ellenhatas torvénye ) _

= kolcs.hat.tv. Ojrafogalmazasa

pl.: birkozaskor A felemeli B-t, akkor A erOsebb,
de mégis ugyanakkora erdvel hat B-re, mint B
A-ra!!!

pl.: 16 hluizza a lovaskocsit, akkor N.III. szerint a
kocsi 1s ugyanakkora erdvel huzza a lovat
visszafele = miért megy mégis eldre 7?77

pl.: lehet igy utazni ? (Cyrano)— - . '

( magnest feldobja, az a kocsit magahoz huzza, T e

fent a golyot yra feldobja, €s igy tovabb ... ) x%\ NS
miert ? N L

magnesgolyo




pl. : rugoero hatasara letrejovo mozgas :

erotorv.-t ism. — meghat.-hatjuk, h. adott kezdet1
allapotbol indulva hogyan fog
mozogni : X = X(t)

ismert : t=0—ban x = x(0), v=v(0), k és m :
numerikus megoldas :

kis At — F_valtozasa elhanyagolhatib

~ egyenl.gyorsuld mozgassal mozog

— t=0—ban: a)=0O)
m
t=At/2 —ben: V(At/2)=v(0)+ a(())-AZt

- elmozd. At alatt :  x(At)=x(0)+ v(At/2)- At
majd ugyanigy tovabb :



t=At—ben : a(At) = F,(xa0)

m
t=3At/2 —ben : V(;At) - V(;At)+ a(At)- At
kitérés 2At-ben : x(2At) = x(At) + v(; At)- At
t=2At —ben : a(2At) = fr (Xl(jAt))
t=5At/2 —ben : V(iAt) = V(;At)+ a(2At) - At
kitérés 3At-ben : x(3At) = x(2At) + v(z At)- At

¢s igy tovabb tetsz. ideig ...

kirajzoltatni az x(t), v(t) ¢s a(t) fuggveényeket



analitikus megoldas :

NIl. - -kx=ma — a:dV dx l'——kx
dt dt? m m
d’x k
- = _X

dt’ m
az ismtl. egy fuiggvény :  x =x(t) jJ
¢s annak derivaltja

= differencialegyenlet

a harm.rezgésnél volt olyan kiteérés-1dd fligges, h. a
hely €s annak 2. derivaltja (=gyorsulas) megegyezett:

x(t) = Asim(ot+o,) | visszahelyettesitéssel

| - ellendrizhetjiik, h. ez
X " A o sin(ot+ o) | kielégiti a fenti diff.
dt’ ") egy.-t




d’x k

7 at m

d’x

it A-o’-sin(ot+@,) X(t) = Asin(wt+@,)
T . Tk : o
Ao -sm(oot+(p0)—— - A-sin(ot + @)
k k
0'=" — o=,
m m

de A és @, tetszoleges lehet
— meghatarozhatdk a kezdeti feltételekbol :
t=0-ban: x(0) =0, v(0) = v,
x(0) = Assin(w0+¢,) = Assin(p,) =0 — Asin(@y) =0
v(0) = A-ocos(w0+p,) = A ocos(p,) = v,
— A ®cos(q,) = v,



Asi =0 — Q=0
A ocos(ey) = v, | ® k

tehat a megoldas : m 'k
x(t)=vy, /. -sin| ,[—-t+0
k m

vagyis : a rugon rezgd test harm. rezgdmozg. veégez,
melynek korfrekv.-ja: K

m

|

rezgesideje : T=2"_2m \/f

®

hasonld problémaknak hasonlé a megoldasa is !!!
lasd pl. : ingamozgas !



tovabbi tapasztalat :
ha tobb er0 hat egy testre, pl. tobb rugo:

vagy :

-
::?.3:'5._:':
L ST K
1"'.'*.4‘;"

[0 o gl |
P K
iwf
‘"'rdl

pl. specialisan : gt
rugon fuggo test
vsz. alatamasztason levo test

m-a = — eredo ero

— Newton IV. torv.
( = erOhatasok fliggetlenségének elve )

} 2 er0 = egyensuly
# nyugalom



ha specialisan : a kotélnek nincs sulya (tomege), vagy
van, csak nyugvo kotel, akkor a meghuzott kotél az

egyik végére hato erdt ,,valtoztatas nélkiil tovabbitja™
a masik vegen levo testhez :

rugora hasonldan

vonatszerelveny ... Bt
de odafigyelni :
Fz ) N ) pl
 F =F, magdeburgi feltekek :
F i 8-8 10 #1610 !!!

Y ) 3% ) hanem csak 8 10



mi1 van, ha fliggdlegesen van a rago ? :

2
m-dfz—k-x+mg=—k-(x—mg)
dt k
T
X':=X—mg
k 9
21

d);:—k-x' — T=M=ZR\F
dt m ® k

tehat : ugyanaz, mint vsz. rugo, csak

az nll{g lesz az 0j egyensuly1 helyzet



kOormozgas :

r = {-sin@
_erer®) F. a kp. felé mutat
F.=F.
mg F.=megt
(szabaderd) ¢ 5189
N.IL : F =ma._ =mrmn
P v — o=271n
mgtge = m(Lsing)®? = m(£sing)(27n)?
5 _ /-41* -n’
CoS P .
COS( = 5 — centrifugalis szabalyozo :




pl. : matematikai inga : = kotelinga, fondlinga

vekony, ,,sulytalan™, ny(jthatatlan fonalon lengd test

kényszermozgas — sikmozgas (korpalya)
pillanatny1 helyzet : ¢ = ¢(t)

, ) erOk : mg v
\F« (kényszerer§ F o
= kotélerod) k

" | macose kotéliranyu és érintdiranyu
e komponensekre bontva :
(szabaderd)

koteliranyban : ) F;, =0 =
F, -mgcosp =0

I

erintd 1ranyaban : F, = m'gsing



N. II. : ma=F .
- e c mozeasegyenlet
" S gasegy

m°dt2=—mg°5in(P es s=Lo
2
m-f-(;t(zpz—mgosin(p
do g
- =-—"-sin
a: oo

ha @ kics1 == sing = @

d¢ g ) f
— ==, =—®" @, ahol w= "
dt’ 0 M /

ez ugyanolyan egyenlet, mint a harm. rezgOémozg. :

0(t) = pysin(ert+a,)

T=2(: —_— T =27- /% — g -t lehet mérni



de : T fugg ¢,-tol : nagyobb amplitido
“—. nagyobb T !!!

hasonloan a fizikai inga : T
T fligg a geometrial meretektol U/.
g - t1tt 1s lehet merm o«

torzios inga : ezeket 1d. késobb
(merev testeknél)

(]

pl. : égitestek mozgasa :
(bolygdmozgas, mesterseges egitestek, Kepler torv.-1)

1.e. 2.sz. : geocentrikus vilagkep (Ptolemaiosz) = kor-
palyak, kp.-ban a Fold

~1500 : helocentrikus vilagkep (Kopernikusz) Nap
kortl palyak, ¢s tengely kortili forgas



1609-1619 : Kepler-torv.-k : Tycho Brahe 1s !

1. ellipszispalya, egyik gy0jtopt.-ban a Fold;

2. a Naptol a bolygokhoz huzott sugar egyenld 1dok
alatt egyenlo tertileteket surol;

3. a bolygok keringési 1ddinek négyzetel ugy
aranylanak egymashoz, mint az ellipszispalyak
nagytengelyeinek kobei.

A
%&gység alatt sarolt terlilet =

teriiletsebesség A4 _da _ .,
At dt

a Fold sebessége legnagyobb P-ben (januar 3-an)
legkisebb A-ban




bolygdmozgas = centralis mozgas = a bolygora hato
er0 mindig egy centrum fele mutat — a gyorsulasa

1S ~— centralis erok

tetel :
V centralis mozgasnal a tomegpt. palyaja sikgorbe ¢€s
a terulet1 seb. allando.

megforditva : ha a palya sikgorbe ¢s a teriilet1 seb. all.
akkor a mozgas centralis mozgas.
biz. : 1d. konyvekben...

mar Kepler 1s sejtette az alt.
tomegvonzas torv.-t

tomegpontoknak vessziik

m°M_,0
, I
r

ng—y



<l

pl. szamitogéppel szimulalni
a mozgast :

F=m-a
— m°M 0
F,=-vy r

2

5 r
— —— /
~ F M _,
327:—y72r

m r

x-y koordinata rendszerben
+ kezdeti feltetelek : x(0), y(0), v,(0), v (0)

SN—

o cllipszis alaku pélyék egyik fokuszban a Fold (kepler)
 nagytengely mérete €s keringesi 1d0 v-lal no
- ha specialisan v, olyan, h. a_ = vy*/r, == F__
ymM/, = MV /1 — korpalya
geostacionarius palya




geostacionarius palya :

mM 5
F, =7 2 =ma,, =mro
YM=r’o’
27 /
O = - ¢s T = 24h = 86400s

pl. tavkozlési muholdak

szamitassal kimutathato, h. a homogén gomb helyet-
tesithetd egyetlen, ugyanolyan tomegl tomegponttal



de : F., NEM er6torveny

F, lehet pl kotelero, rugoerd, grav.ero, ... (ami
,,huzza’ a testet, h korpalyan maradjon)



a grav. allando meghatarozasa : Cavendish, 1798

M tomegeket tett a m golyok
0\ melle szimmetrikusan €s
/v v merte a torzi0s szal szogel-

e %’ fordulasat
" |

vy =6,6710"" Nm?/kg?

torz10s 1ngat Id. késobb !

a Fold feluletén :
m-M
R 2

Y =m-g = a Fold tomege :

M, =2R?=5.97-10*kg
Y



a Fold stirtisege :

- M 3 kg
= ~5.5:-10° —
P iR°n m "
, k .,
a felszinen csak p~2.5>. == abelsejében
> ).
P dm °
pl. a Nap tomegének becslése :
Myap> Myparsy T> T 1SMETt =
_ 47'52 _F = mMars'MNap
Mypayps " Aep = My I TQ =T =7 1'2
My, =332-10°M,

hasonloan a holdakkal rendelkez6 bolygokra 1s...




m°M_,0

2.
d r::F*:._y "

dt ’ r’
mozgasegyenletbdl matematikai Gton levezethetdk a
Kepler-torv.-k

dZ m-a=m -

az 1s kov., h. mas kupszelet 1s lehet a palya, pl.
ustokosnel parabola v. hiperbola

sztatikai eromérés, sulyos és tehetetlen tomeg :

G=mg = asuly a hellyel valtozik;
kiilonb0z0 testek sulya ugyanazon a
helyen a tomegtol fligg

rugora akasztott test nyugalomban van:a=0 — ara
hato erok ereddje nulla

rugos erOmerd — egyszeri erdmérés = sztatikal eroOmeres



suly ~ tomeg === tOmegmeres : m
(G = mg) \_

merlegek

(tobb ezer éV;) A A

etalonok _J

ez a tomeg (sulyos tomeg, m,) nem ugyanaz, mint
amit utkozeésekkel detimaltunk (tehetetlen tomeg, m,),
de pl. ha ez a test szabadon esik :

mt'a — msg
m, a
m, g

¢s a = g minden testre egyforma == m = mj



Eotvos Lorand :

m, = m_ egyenlOség 5-10~ relativ hibaval teljesiil

suruseg, fajsuly :

m
homogeén Py ke @
. : anyag e
inhomogen 5 dm m’’ cm

A%

pl. : 1 kg viz 4 °C-on, normal nyomason 1 dm? (=1¢)
pviz =1 kg/ dm3

pl. : galvanmizalt fémekre : p = atlagstiriség
vas hajo surtsege 1s atlagsuriiseg !

fajsuly ...



sulytalansag :

ha csak a sajat sulya hat ra :
pl. : szabadon esO test
Fold koruli korpalyan keringo test

a rank hato sulyerot akkor érezziik, ha az
alatamasztas altal kifejtett nyomoerd 1s hat :

N

Fny‘\Fny

G=m-

Q!

2F . =m§g

ny



pl. : hajitas dinamikai leirasa :

csak a nehézségi erd hat a testre : N.II. : ma=mg
d’r d’r B}
ae g & m: a2 m- g
tf.h. g =all.

a Foldhoz rogz., fugg. folfele irényitott z—tengely
eseten :

2
X _y d’y d’z
Y H fj
dX:VX:constX dy—V = const, dZ: , = —g-t+const,
dt/ dtj ]
8
X=V_ -t+c¢ y=v, -t+ec, Z——2-t +v,-t+c,



6 db 1smeretlen : v,, v, v, €s C;...C;
meghatarozasuk a kezdeti feltételekbol

hapl.: t=0—-ban ¥,= (X, Yo, Zg) €S V= (Vi Voy Vo)

X0 = C Yo = €26529) = C5
const, = v, =V, consty =V, = Vg, €S const, = v,

l

hajitas



kényszererok, kényszermozgas :

a Foldon 1s tudunk inerciamozgast 1étrehozni
kozelitoleg !

pl. 1égparnas asztalon vagy sinen

— az alatamasztas a tomegpontot a feliileten valo
maradasra kényszeriti

l

kényszerero, az alatamasztas pedig a kényszer

pl. : nyugvo asztalon allo test még egyszer :

—>

Fkaz_’l eredo — G + Fk ,2—1 1 Fk . _ _G
5 mivel all : a=0 ’
G ( Fny — -mng )




ha az alatamasztas mozog 1s, pl. a gyorsulassal
stllyed egy Iift :

F

eredo

_G+Fk2_)1—m a W

—

(mg-F, —ma) sz_>1 —G+m-a=-m(g—a)
(Fny—m(g-a))

N.IIL — F F,, =G

test—asztal —

pl. : miert van ,,bedontve” a kanyar ?

\

pl. . ket kotelen felfliggesztett test
lampa ket fal kozott
kifeszitett droton

lejton lecsuszo test

+ 1d. onalldan !




lejton lecsuszo test :

szabad enyszer

m-a
l
-8

sina.

F. =mgsino-F, = ma
mg-sina-p. mgcose = ma
a = g(sino-p_ cosa)




az m tOmegu testre :

NIl: m-a=YF

m-a = mgsina-F,

az m, tomegfi testre N.I. : m-da =3 F ) ha a ktél
B nyUjthatatlan !
F,.-myg=m;a

—

ha a kotél sulytalan !

2 egyenlet ¢€s 2 1smeretlen == F, €s a meghatarozhato

ha még surl. 1s van ...



(a kerék ¢€s a rago sulytalan)

P, F.=F,

r

I
R

(a keré¢k sulytalan)

\_
AN




mozgas mozgo vonatkoztatasi rendszerben :

Galilei-féle relativitasi elv : egymashoz kepest

egyenletesen halado vonatk.rdsz.-k koziil nem tudunk

egy abszolit nyugalomban levot kivalasztani

pl. : egyenl. mozgo6 vonaton egy inga ugyanugy leng,
mint az allomason

gyorsulva halado vonatk. rdsz. :

pl. : mekkora er0 hat egy a, gyorsulassal lefele
indulo liftben allé emberre ? : | |

F., =—m-a, — tehetetlenségi eré

l

N.II. érvényes marad




az ember a lifthez képest nem gyorsul )
>F,=G+F,+F, =m-a=0

—

F,, meghatarozhato

forgo rendszerben :

ha egy V' rendszer egyenletes ® szogsebességgel
forog egy ,,nyugvd” V-hez kepest

F,=m-o°-F — centrifugalis eré

cf

—

Fo, =2m-v'x® — Coriolis-eré

l

ezekkel N.II. forgo rdsz.-ben 1s 1gaz :

—

—>'__> e
m-a'=F+F;, + Fg,



pl. : forgo6 rendszerben
allo test

n o 2 [ )

pl. : az északi féltekén E-D iranyban folyo folyok a
jobb partjukat mossak, vagy
az E-D 1ranyban halado vonatok kereke1 a jobb
oldal1 sint jobban koptatjak

F., =2m- v'x® miatt

a kadban lefoly0 viz forog



0 P ~
F Fe, = 2m- V'xd
lw%%
N
I

NSAESY



a Fold tényleg forog ? :
1gen, bizonyitek a Foucault-féle ingakisérlet :
hosszu kotélen nagy tomeg leng

— sokaig leng, kis csillapodassal

kezdet1 lengési sikot megjelolik, tapasztalat :
lengési sik oranként kb. 15°-t elfordul

ertelmezes :
forgo rdsz.-ben :  a testre oldaliranyu elterito erd hat,

a pillanatny1 seb.-hez képest jobb
oldal fel¢ (= Coriolis-er0)

inerciardsz.-ben : az inga megtartja lengesi sikjat,
csak a Fold ,.kifordul” aldla



példak, alkalmazasok :
1. kerékpér (V) beddl (o) a kanyarban :

\"

o =— szogseb.-el
I forgd rdsz-bol
nezve :
a bicikli nyugalomban

van :
mg és mr @~ eredOje R

R a bicikli sﬂgaban kell, h. legyen , , )

mrao ra \"

mg g Ig
a talaj sikjanak ~ -- kell lenni biciklire, mert a tapadas

nem tud egyensulyt tartan1 = kicsuszik oldalra
— a versenypalyak kiilsejét megemelik




kanyarban a vasuti sin kiils6 szalat 1s feljebb teszik
2. két golyo centrifugalis géppel megforgatva :
I

golyok a forg6 rdsz.-ben
egyensulyban vannak, ha

2

— 2 . —
m, 0" =m,Lo

Q_,l_y m; 1 =m,T,
| diF
3. forgo abroncs belapul : ——
Kkisérlet ! f
kerékre kifelé hato F_=F ¢ .

pl. gyorsulasi verseny: — =
hatso kerék Te—
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4. dinamikus merevseg :
kisérletek :

forgo lanc ,.kemény” — gurul, akadalyokat atugrik
forgo papirlap ,,merev’ — furészelni Iehet vele

5. centrifuga : haztartas, biologia, ¢lelmiszeripar,. ..
6. centrifugal szabalyozo

7. szivattyuk

8. cirkusz:

i
20




a kocsiban ulve a korpalyan
forgd rendszerbdl nézzik :

A-ban F , folfele min. akkora

legyen mint m-g lefelé :
Z mv ,

2

> mg
r

(+ energiamegmaradas — keésobb)

9. ciklonok : (az E-i féltekén) —,

(FCO \))
passzatszelek, EK és DK fele, \\

a levegd a kisebb nyomasu

helyekre aramlik + F ., / ( ‘\\

10. a lovedékek jobbra eltérnek




11. a Fold a sarkoknal belapul

12. a szabadon es0 testek K-fele elternek :
a 45 szelessegi foknal: 100 m magassagnal 1.5 cm-t

13. ha egy test K—»NY 1ranyban mozog :

Fc, lefele mutat = latszolagos sulynovekedes
Eotvos-effektus <

NY—K iranyban forditva

porgettyus iranytu :

Foucault, 1852 4 a C szimm.-teng. a fiigg.
kortl elfordulhat

a porgettyl C kortil gyorsan
forog = ara hato F

miatt beall E-D 1ranyba




fordulatszam nagy legyen (>20ezer/perc)

porgettytit 1d. késObb



nehézségi ero, gravitacios tér :

l

a suly nem a kozéppont
felé mutat !!!

(csak a sarkokon)

a suly es g =g a sarkokon a legnagyobb (ott F ;= 0),
az egyenliton a legkisebb (F ; itt a legnagyobb)

de a Fold nem gomb — geoid (= forgasi ellipszoid),

a feliilete mindenttt

a grav. es F; er0k ereddjére



\ R,=6378 km
R, = 6357 km

szamitas szerint : g, = (gyy0-3.4c0s°y) cm/s?

mérések szerint : g, = (983.2-5.2cos*y) cm/s?
(nem egyeznek, mert nem gomb alaku)

de ettol van pontosabb g, — formula 1s !

G = 9.80852 m/s?

Budapest
g fligg a magassagtol 1s

o fligg a helytol 1s :
a talaj stiruseégenek lokalis valtozasar miatt



- asvanyl anyagok, Fold szerkezetének kutatasa
E6tvos Lorand : Eotvos-inga : —

VLSS Sl

——— = 40pum Pt-Ir torzi0s szal

A
- A=B=1520g¢g
0, 0 £, =25-40 cm
2 £, =50-60 cm
BE "

torzi0s szalon tiikOr === 1gen preciz leolvasas
a nehézségi erotér inhomogén = g, # g,

l

torzi10s szal elfordul



Eotvos : sulyos ¢€s tehetetlen tomeg egyenlosege
1d. otthon !

g 1dOben sem allando :
Nap ¢s Hold hatasa

arapaly :  1d. otthon !



mozgastorvények pontrendszerekre és testekre :

tomegpontrendszer )
( pl. : szétrobbano repeszdarabok )
zart pontrendszer :

—

I?12 F21

«— df) = =
q%/ < i =Pt Fyre
F13 23

dpz =

B a F21 + F,; +...
| 0 A
é/l*:sz stb ...

de : er@hatasok fliggetlensege + hatas-ellenhatas

—

minden pontra kilon-kilon = F, =-F,

ha nem egyetlen tomegpontrol van szo



dl_jteljes - dl_jl n df’z n

dt dt dt

Pcijes = Py + Py + ... = dllando < ha kiilso ero nem hat
o impulzusmegmaradas pontrendszerre

maskeént fogalmazva '

l

—

l.tkp

m.

1

Z l

Vtkp —) ml ¢ Vl + m2 ¢ V2 + cos —
ml _I_ m2 -I_ [ X X J —
=(m; +m, +..): Vg,

SN—

———

pteljes = m- Vtkp

a tomegkp. sebessege allando —



a tomegkp. sebessege allando = zart rdsz. tkp.-ja
Inerciamozgast vegez

impulzustétel pontrendszerekre, azaz ha kiilso erok

1s hatnak :
By oo Lx
=F, +F, +F,+.. )
dt 1 T Fpp T Fy3 )
dI_jZ = _ _ | dpteljes _ F 10= F
dt F, +Fy +Fy + dt ZI: : eredo
stb .. ) l
Fered('i = m- ﬁtkp

/

a tomegkozeppont gy mozog, mint egyetlen
tomegpont, amiben a rendszer teljes tomege van €s
amire az 0sszes kulso erdk vektor1 ereddje hat



merev test = specialis pontrendszer
pl. eldobott kalapacs :

”

tetsz pt.-ja == bonyolult palya
de a tkp.-ja gy mozog, mint a tomegpont =
parabolapalyan

a tkp. igy mozog, mint egyetlen elhajitott tomegpont



V test tomegpt.-nak veheto, ha halado mozg.-t vegez,
vagy megelégsziink a tkp mozgasanak leirasaval

ekkor eleg a ra hato kiilso erdket ismerni (még ezen
erok tamadaspt.-jat sem kell 1smerni)

tehat :
minden test tomegpontnak tekintheto, ha halado

mozgast végez, vagy ha megelégsziink a tkp
mozgasanak leirasaval

itt V3 test egyforman gyorsul, de maskent forog és maskent
deformalddik



testrendszerek :

—F V tomegpontra

—

FZ]
vagy ezzel egyenértékll : P, +Pp, = all.

a2 testre F,

zart testrdsz. teljes imp. = allando
ha kiilsO erok — impulzustétel,
egész testrdsz. tkp.-nak mozgasa... (mint pontrdsz.)

TEHAT : Newton torv.-i ezekre is érvényesek :



feliileti és térfogati erok :

térf.-1 erOk (pl. grav. er0)

feliilet1 erdk (érintkezes)

a belso pontokra 1s hatnak erok,

de azok mar belso erdk, a kiilso

erdk hatasara elmozdulo feliileti

pontok fejtik ki

(pl. surlodas)
az er0 feliilet menti eloszlasara nincs alt. szabaly

koncentralt erd (pontban hatonak kepzeljuk) az
erintkezesi felulet 1igen kics1 =—— tamadaspont
ilyenkor N.III. egyértelmiien megfogalmazhato

Newton torv.-i testekre :
1. tehetetlenség torv. a tkp.-ra, 2. N.II. a tkp.-ra vagy
impulzustétel, 3. hatas-ellenhatas



rakétamozgas :
kisérlet : patron — rakéta, vagy kocsi

4
/ i 4
Gf%i;" :)

a rakéta testére a kiaramlo gaz fejt ki erot

tovabba : agyu, puska, stb... hatralokddése



a rakéta mozgasa :

anyag kiaramlik beldle — csokken a tomege az iddvel

t pillanatban : m=m(t) a bent 1¢v0 gazzal egylitt; sebessege v(t)
a kiaramlo gaz aramerOssege u=-dm/dt, relativ sebessége u(t)
F kiils6 erd 1s hat (pl. gravitacio, €s/vagy kozegellenallas)

imp.-tétel a (rakéta+bentlévd lizemanyag)-ra :

At 1d0 alatti 1mp.-vatl. = F-At
a kiaramlo gaz tomege -Am = wAt
m+Am a rakéta €s a t+At pillanatban bennlevd gaz tomege
(Am = m(t+At) - m(t) <0)

kiaramlo gaz imp.valt. = -Am-u

a rakéta imp.valt. = (m+Am)Av
az imp.tétel szerint : —Amu+(m+Am)v =FAt /Atés At—0
(AmM—0is!) === pu+ma=F

rakéta moggéségyenlete

megoldas numerikusan v. egyszerl esetben analitikusan



pl.

(ha all, akkor F,, =—F

:adott F, m;, m, == mekkoraF,,?
Mg -1 E
1, m,
SN
e
nincs surl.
; =m, -a )
a=" - — [ - -
(M, +m,) a = a | l

erot a 2. testre)

F,=-F, #F

,az 1. test ,,tovabbitja” az F



bizonyos feltételek mellett egy testlanc tagjai
.tovabbitjak™ a szomszeédjuk altal ra kifejtett erot:
Wi® e ,,az egyik test a masikon

n@n%ﬁ] keresztiill a harmadikra hat”




az anyag kontinuum-modellje; atomos szerkezet :

folytonos anyag: surtise¢g, fajsuly — 1d. korabban

atomos szerkezet :
\Y

surlodas:

I" r" "r '- ":l_-r ‘_- ’E '.':'-*I":
-"""I'".il"r .'-'1
KRS INAO

v

B0

OO KRR
.Ilff‘_'t"t‘n‘!‘n‘i‘l_.*i‘l'_i‘.#




munka, energia, teljesitmény : v
W=Fs = W=F_'s=Fcosas = 4-OL/YF

. =Fscosa ‘ S
(olyan, mint F &s s skalaris szorzata)
pl. : menny1 munkat végez az ember, ha egy
bOrondot elvisz 100 m messzire ?

—»v 0=90" == W=0 !?

.

akkor miért farad el ?
(utdnanézni !)

100m

honnan jon ez, mi¢rt ¢éppen F-As-t valasztottak
munkanak ??? — ebb0l : —

hogyan lehetne meghat. egy tomegpont seb.-valt.-t,
ha 1smerjlik a tp.-ra hato er6t, mint a hely fgv.-t:



hogyan lehetne meghat. egy tomegpont seb.-valt.-t,
ha 1smerjuk a tp.-ra hato er6t, mint a hely fgv.-t:

Av-t k1 tudnank szamolni, ha 1sm. F(t) fgv.-t :

A—ﬁ:f? —) Af)zlE-At —) AY/zLAt
At o m B
(ez itt id0 szerinti integralas lenne : p = [ Fdt)
de alt.-ban nem F(t)-t, hanem F(hely)-t ismerjiik (pl.
rugoero, tomegvonzas,...)

pl. : menny1vel valt. egy tp. seb.-e, ha As egyenes
uton allando nagysagu, az uttal parhuzamos F
erd hat ra : F “

Av=v,—-v, =— At
h >
_I_
A=V A= 2 A ey A 245
pZ vV, + Vv,

haF=all. -a=all. - v=



F 2

— A=V, -V, =— At = F-As
m m-(v,+v,) 7

tehat Av fugg v,, m —t0l 1s

1 | » 1 2
—m(v, +v, ) (v, —V;)=—mv, ——mv, =F-As
5 (v, (v, 1) ) 2 5 1

l
az %mv2 mennyiség az, aminek valt.-t egyért.
megszabja I és s

: milyen sebeseggel ¢r le egy m tOmegu test egy o
hajlasszogti, £ hoszusagu lejtd aljara, ha surlodas
1S van?

Ky F_ . .. =mgsino - umgcosa

|
1 1 2 .
Emv2 — Emv1 =mg/(sina — pcosx)

eredo

V, = ...




J . 1 .
elnevezes: p _p E ose = Emv2 = mozg.energia
W=~Fs  alland6 er6 munkaja, ha F

€s s Iranya megegyezik

1 1
AE ——mv22 ——mv12 =F-As=W

mozg o o )
= munkatetel

ha F L elmozd. — egyenl. kérmozgas — v nem
valtozik = E_ sem valt.

mozg

legyen az elmozd.-ra - F munkaja nulla !

—
—

altalanosan: F-scosa=F:s=Fs;=F.5



teljestil-e a munkatetel az alt. esetre : )
| | | .
—mv22 ——mvl2 =—(Vy,+ Vv )(v, = v m=F-Ar

2 2 2 \ ,
- ’ ' — igen !

— ~N —

= At-a

/F :

- ~ 2N v )

o . Y
Ar AT F
e e ey ) 2
(V2+V1)(V2_V1)—V2'Vz_MJFM_VMVl—V2 — Vi

munkatétel még egyszer :
a tp.-ra hato eredo ero altal végzett munka a tp.

Kin. energiajanak megvaltozasaval egyenlo
W>0¢s W <0 i1s lehet !!!

ha tobb er0 hat a tp.-ra :
W = (F +F)Ar—F Ar+F At =W, +W,

pl. : miért konn r}/ebb huzni egy kocsit a homokban,
mint tolni



ha F # allando, vagy a mozgas palyaja nem egyenes :

B L 5

pl. : menny1 a vsz. helyzetbol 0 kezddseb.-el indulo
fonalinga sebessege a palya legmeélyebb pt.-jan ?

W s = 0, mert - a palyara i F;I

_ , _ _ ; g

Wityers = ZmMgAsg = mgxAh, = mgh | | o
AE —lm-vzz—lm-Ozzmgh+O '

mozg o 7



pl. : menny1 munkat végez az egyik végen rogz. rago,
mig a masik végehez rogzitett testet az x

P helyzetbodl az x, egyensulyi helyzetbe viszi ?
“ w o OO =xg) _ke(xmxg)- (X)L
2 2 2

O 4 4
XX : W > 0, akar x<x,, akar x>X,, !

pl. : mekkora munkavégzés sziikséges ahhoz, hogy egy L
hoszusagu szoget teljes hosszaban betisstink faba, ha a
benyomashoz sziikseges er0 F = k'x alakban fligg a szog
faban levo x hosszatol ?

AW = FAX = kX AX = W~ AW

L 2 2 2
N R G D
0 2 2

2
X

2

L L
W=[dW=[dW = [k-x-dx=k-
0 0




munkatétel tomegpontrendszerre :

a tp.-rdsz. V tagjara érv.-nek vessziik a munkatételt
a tp.-rdsz. kin. E-ja : 1

Emozg = ZEmozg,i = ngivi

a tp.-rdsz.-en végzett 0sszes munka : W, =Y F 4%
//‘

az 1-edik tp.-ra hato eredo F
(kiilsO + belso)
=E

\44 - E

0SSZ mozg,vegso mozg,kezd

(megkaphato az egyes tp.-kra vonatk. munkatételek
Osszeadasaval)

de a merev testeknel ,,baj” van :
a belso eroket nem 1smerjuk

merey testeket ld. kesobb ...



teljesitmény, hatasfok :

A [ J
R\ P:IimA—WEdﬂEW [J/s = W]

At At—0 At dt
W, kW, MW, mW,...
(LE) |

P

Ws =1J, Wh, kWh
( munka )

ha F (F) eré — a (@) gyorsulas — v (V) ill. Av (4v) —

dW =F.df — P:d_W:F-dr =F-v
dt dt

= pillanatny1 teljesitmény

\%Y
hasznos < 1 '”

=W
befektetett



egyszeru gépek : = eroatvitel eszkozok

kisebb erdvel (erdlkodéssel) tudjuk ugyanazt a
munkat elvegezni

pl. : lejtd, emeld, €k, hengerkerék, csigak, stb ...
pl. : egy 100 kg tomegl nagy ladat 1 ember egyediil

akar feltenn1 1 m magasra : w
)

(N
- |1m N
;
kvazisztatikusan emeli - F=G ; F' = mgsina :

W =F-s=mgh W =F"s' = mgsina - h/sina = mgh



W =F-s=mgh W =F's' = mgsina - h/sina = mgh
— =
ugyanaz, ha NINCS veszteseg

mivel kvaziszatikusan emeli :
AEmozg =0 WkﬁlséS — Wbefekt - Whasznos

{ >
//’,’.: Wbelsc’S ) ‘\
csak merev, nyujthatatlan testekre,
ha pl. rago 1s van, akkor nem 1gaz !!! !

W T Wi+t Wy =Wy — W, = Wi =0
Wi =W, =0

l

n =

Whasznos < 1

Wbefektetett



belso erdket az érintkezo feliletek fejtenek ki
egymasra:

- ezek normalis komponenseinek X munkaja = 0;

- a parhuzamos komponensek X munkaja 1s 0, mert a
feluletekre hato erok egyforma nagysaguak +
ellentétes 1ranyuak (,,ellenrdk™); a surl er6 munkaja
pedig mindig negativ

végeredményben :

,,amit nyerunk a réven,elveszitjik a vamon”, vagyis
ahanyszor kisebb erovel dolgozhatunk, annyiszor
hosszabb tton kell a terhet mozgatni

+ ha van surl. 1s, akkor még hosszabb

tovabbi egyszerti gépeket 1d. késobb...
(merev testek utan)



potencialis energia :

munkatetel tp.-rdsz.-re :
AE =W

kin,teljes

+ W

munkatetel deformalhato testekre : X W4 o 7 0

(mert a test egyes tomegpt.-jai kozeledhetnek-
tavolodhatnak egymashoz)

|

Wkiils6 erok ;é AEkin

= a munkatetel nem teljesul ?!

kiilso erok belso erok

pl. : egyik végeén rogz. rugot huzunk :
kvazisztatikusan + a huzoero egyre no



~ 0
de van munkaveégzes !

((akkor 1s 1gaz, ha m, ¢ << M, 1yg st » SKKOT @ TUEO
2 vegere hato erok kozelitdleg egyforma nagysaguak
¢s ellentetes iranyuak — a rigd mozgasa majdnem
egyensuly1 allapotokon keresztil tortenik

ilyenkor érvényes az F_. . =-k'Ax erotorv.!!!)

kvazisztatikusan = AEkin,rﬁgé

rugo
nyyjtsuk 1lyen feltetelek mellett a ragot :
X, — 10l X hosszusagra: = F (x)=-k(x-X,)

W' (xp = %)= ][ F(0)Jx = k- ] (x—x0)dx = S (x—x,)°

X0 X0 2

m1 hizzuk a ragot, ez az altalunk a ragora kifejtett erd

. : : -F (x) = k(x-x
Osszenyomasra hasonloan ! (%) (X-Xo)



a kinyujtott rugo ugyanennyl munkat tud végezni a
raakasztott testen, mig x, — ba visszaviszi :

W(x —Xx,) = fFX(X)dXZE(X—XO)2 =W (x, = X)

l

a rugo altal a tomegponton (testen) végzett munka,
mikOzben egy tetsz. x, helyrol x,-be viszi :

F

W(x,—%,) = W(x,—X,) - W(X,—%,) | %\

O >
X; X, Xp X

U(x) := W(x—X,) = W (x,—X)
\

az a fgv., am1 megadja, h. menny1 munkat végezne a
rago a testen, mig kvazisztatikusan x-bol x,-ba vinné



linearis rugora :
U®X) = W(x—x,) = W (x,—x) = Yak(X-X,)?

tetsz. X, — X, elmozd.-hoz szuks. munka :
W(x,—X,) = U(x)) - U(x,)

nem linearis F (X) esetére 1s €rv. !

munkatéte]l = AE,. = W(x,—X%,) = U(X,) - U(x,)

ha nincs surl. !!!
Ek,2 - Ek,l = U, - U,

Ek,g U= Ek,z + U,

[ 2 4 [J Kk’ 14 rr 14 14
potencialis energia = munkavégzo képessége van

(mert az alakja eltér az egyensulyi alaktol)



0sszes energia = mechanikai energia = Enoze T Epor

energiamegmaradas torv. : csak biz. feltételekkel !
Enoze T Epot = Egze T E

mozg mozg pot

kezﬁetl végss

1doben allando

tehat : munkatéte]l = energiamegmaradas

pl. . rugon rezgd testre masképpen :

1 A*
X—Xg=A-SIN(t) b v =A-@-cos(wt) == | E; :Emv2 =7ma)2 .cos” (at)
2
E o =lk(x—x0)2 _A -k -sin” (at)
2 2
. k

E.=E,+E :%-k-[sinz(a)t)+cos2(a)t)] G CS a)zwf——»m-a)zzk
m
=1




A 5 5 A’
E.=E,+E :T-k-[sm (wt) + cos (a)t)] — Etot:Ek+Epot:7 k = all.

=1

S— _
—

= energlamegmaradas !

pl. : két tomegpont (test) Osszekapcsolva egy ragoval:

belathato, hogy
(Ekl T EkZ T Epot)kezd (Ekl T Ek2 T Epot)veg

a rugo csak akkor végez munkat, ha a 2 tomegpont
egymashoz kepest elmozdul, mert F ,,, mindig
parhuzamos a2 testet 6sszekotd egyenessel — a
rugoero centralis ero

pl. : a gravitacios kolcsonhatas pot. energiaja :

F .. 18 centralis er6 — hasonlit F ; - hoz

grav



F . 18 centralis erd T hasonlit F ;,, - hoz

E . @ gravitaciora 1s hasonloan telirhato :

Iy

/’ U(r) = W(r —r1,) = [Fy,dr

az a munka, amit a grav. er0 végezne a két
tomegponton (testen), mig azok az adott r relativ tav.-

bol a null-helyzetnek valasztott r, relativ tav.-ra
mozdulnak l

hol legyen a null-helyzet :

rugonal az egyensulyi hossznal volt :
tetsz. X, — X, elmozd.-hoz szuks. munka :

W(x,—X,) = U(x,) - U(X,)

ha mashol valasztottuk volna a null-helyzetet (x,') :
U'(xX)=W(x—x, )=W(x—x,)+ W(x,—X,)=U(x)+all.



U'(X)=W(x—x, )=W(x—x, )+ W(x,—X%,)=U(x)+all.
|

a pot. energia csak egy additiv konstans erejeig
egyertelmi !

tetszOlegesen valaszthato

Fold — masik test grav. kolcsonhatasa esetén :

nullhelyzet célszertien lehet - a végtelen tavoli pt., v.
N~ - a foldfelszin
— grav. kolcsOnhatasnal nincs o.
T veges tav., ahol F =0 lenne
(ragonal volt)

egyeldre figgdben hagyva a null-
helyzet valasztast —



menny1 munkat végez a nehézsegi erd, mig a tomeg-
pontok r tav.-bol ry-ba mozdulnak :
mivel vonzoerd0 — har>r, — pozitiv munka
k ha r <r, — negativ W

W(x,—X%,) = U(x,) - U(x,); munka = erd x elmozd.;
F. . =-ymM/r’ l

grav
U(r) = 11m ZF(,O1 )Ar, = j Fdr = —| mM _mM(l_ij
rooT,

tF v - ij(l_ij




11 j __ tehat ha a nullhelyzetet r,-ban

U(r) = —ymM| - — — i
) ==m [r r valasztjuk :

1 1 1 1 1
U(r) = —ﬂnM[— — —j = —ymM — + ymM — = —ymM — + const.
r T, r I, r

Fold — masik test grav. kolcsonhatasa esetén :
a nullhelyzet célszerlien a foldfelszin (a foldsugar)

I 1
— —_— A 1 1
Y= mM(r Rj e )
(itt r-t a Fold kozéppt.-jatol mérjiik) R | .
/| ~ ymM
SCTE DR B
mive r R+h R 1+bs



] ] 11 (b << R ] 1(1 hj 1 h
— = = . — —_ —_ —_ | = —
r R+h R l+by ©P /R R) R R

1 1 M
U:_MM(;_Ejszmh mgh — U = mgh

g

de ezt ugy 1s meg lehet kapni, h a nehézségi erd az m
tomegl testen mgh munkat végez, mig a test 4
magassagbol () magassagba siillyed

(vagy m1 veégziink a testen mgh munkat, mig 0-rdl /4
magassagra emeljuik)

a Foldtdl nagyobb tav.-ra (ha g # all.) a nulhellyzetet
inkabb a végtelenben valasztjak : M

U=—y——
r



grav. pot. energia = helyzeti energia

ha a két test koziil egyik a Fold (M >> m), akkor ez
allonak tekintheto :
,,a m testnek van helyzeti energiaja”

de nem szabad elfelejten :
a pot. E a KET test kozos tulajdona

pl. : adott magassagbol elejtett test mekkora
sebesseggel csapodik a foldbe ?

pl. : menny1 lesz a h magassagu lejtorol surlodas-
mentesen lecsuszo test vegsebessege, ha a
kezdOseb.-e 0 volt?

pl. : a Fold felszinérol egy testet nagy v, kezddseb.-el
figg.-en felloviink. Milyen magasra jut ?



a Fold felszinérol egy testet nagy v, kezdoseb.-el
fligg.-en felloviink. Milyen magasra jut ?

mM , mM 1 9 mM
U=—y— ¢sr=R — —y—+—mv, =-
4 r ! R o Y 7/R—|—h

||—II

h

pl. : mekkora kezddseb.-el kell felloni, hogy ne essen

vissza ? |
ha az 0ssz E a kilovés pillanataban < 0, akkor lesz o. tav.,
ahol a test seb.-e 0 lesz —  hogy ne forduljon vissza :

mM 1

2
—y—+—mv, =0
> -
‘/ 1/2gR~11k—m R 2

masodlk kozmikus sebesseg



pl. : fonalinga :



a pot. E altalanos def.-ja; konzervativ erok :

2 tp. kozotti koles.hatashoz csak akkor lehet E

def., ha a tp.-k kozott hato er6 CSAK a 2 tp. relatlv
he yzetenek fgv.-e, ekkor :

E=azaW, amit az egyik tp. végez a masikon ES a
masik az egylken mig adott helyzetbdl a
nullhelyzetnek megftelelo rel. helyzetbe mozdulnak :

UT)=WE>T,) = fff:(f)df
/ T

relativ helyzet !

(ragonal volt : ugyanez a W megkaphato ugy 1s, h. ha
az egyik tp.-ra uliink €s onnan n¢zziik a masik
hozzank visz. elmozd.t)



az UM =W({E -1 = rff?(f)df def. csak akkor egyeért.,

ha a kolcs.h. erd muﬁkéj at egyert. megszabja a kezdo
es vegso helyzet, fgtl. attol, h. milyen Gton jut r -bdl
f0 -ba
haeztel]. — JE !

SN~ -
—_—

l

W1 — 1) =U(f)-U(r)

a munkatetelbol : U, - U, =E,, - E,

|
U +E,=U,+E,

teljestul a mech. E megm. tétele !



valoban fgtl. a W az uttol ?
rugora; grav. kolcs.h.-ra:

V2 esetben F csak a 2 tp.
tav.-tol fugg
¢s F centralis

az utakat kis As elmoz-
dulasokra bontva:

az elmozd.-k ero-iranyu
komponense megegyezik

!

a végzett munka a két uton megegyezik

1

V centralis er60hoz rendelheto pot. energia (pl.
Coulomb-er6hoz 1s), de mas kolcs.hatashoz is lehet !!




(pl. torz10s 1nga esetén, ahol forgatOnyomatek vegez
munkat, ami csak a test kezdo- €s véghelyzetétdl

fligg)

konzervativ kolcsonhatas :
ha a végzett munka csak a kezdo- €s veghelyzettol

fugg, azaz 0. kolcs.h. amihez 3 E ||
az 1lyen erOket konzervativ erok-nek nev.

pl. F,, nem konz. !

sur
tomegpontrendszerre :

ha a tagja1 kozott (paronkent) konz. kolcs.h. van :
energlatétel : > E nozgi + 2 Eporyj = allando

S

egyes tp.-k mozg.E-ja az 1,] paros kolcsonhatasi pot E-ja



E -t ugy 1s szoktak def., mint azt a munkat, amit kell
vegezni a kolcsonhatasi ero ,.ellen¢ben”, mig a
nullhelyzetbdl az adott helyre vissziik:

I -

P :
J dr =— J Fkélcsénhatési - I Fkt')lcsénhatésidr — U(I’)
i I

az ero0 meghatarozasa a pot. E-bol :
elobb F(r) — U(r)
most U(r) — F(1)

T

ismerni1 kell a tomegpontok (testek) kolcs. helyzetet,
ill. egy adott, kiszemelt tp. helyzetét :

a tp.rdsz.-re U(t),., = atp.-k kozott1 pot.E-k 0sszege;
erteket a tp.-k relativ helyzete egyert. megszabja egy



additiv konstans erejéig !!! (1d. korabban)
de : U(®ws- ben 7 a kivalasztott tp. helyzetét jelolr
viszont U a rdsz. tObbi tagjanak helyzetétol 1s fiigg !

mozditsuk el gondolatban a tp.-t & -el (= virtualis
elmozdulas) — U(®F) — U + ot)

a pot. E csokkenése = a rdsz. tobbi tagja altal a tp.-on
Végzic}f/fnunkéval — U(F) - U(T + %) ~ FoF = Fg|oF]

pozitiv, ha U(r+dr) < U(r) F. = Jim S0 oD = U)
és negativ forditva T &0 51

ha végigprobaljuk az 6sszes lehetseges or elmozdula-
sokat, megkapjuk az F-nek tetsz. iranyt komponens¢t

az erOkomponens <0, ha az elmozd. U novekedésével
jar, ¢s forditva



az az 1irany, amerre mozdulva a legnagyobb pozitiv

erOkomponenst kapjuk, az erovektor iranya

— az er0 abba az rranyba mutat, amerre mozditva a
pontot, a leggyorsabban csokken a rdsz. pot. E-ja

pl. : mekkora a testre hato erd egy adott z-helyen ?
R4

mgz a rugo pot. E-ja :
, 1 |

a test helyzeti E-ja: U, =mgz
(nullhelyzet az origdban)

A

1 2
Uteljes(z) ~ Uteljes (Z) — Ekz +mgz
Fold 4 tp.-ra hato F___,, z-komponense:
Fz(Z) =—lim U(Z T 52) _U(Z) — _d_U — k7 —mg

5z—0 o7 dz



merev test egyensulya, forgatonyomatek,
impulzusmomentum (= perdulet) :

vektormennyiség momentuma :
impulzusmomentum = L =1Xxp

—_

forgatonyomatek = M =7 x F
tomegpont perdulete :

Kepler I. : a bolygdk ellipszispalyan mozognak ...
Kepler II. : a Naptdl a bolygdhoz huizott vezérsugar =
1d0koz0k alatt = teruleteket surol :

v 1dOegyseg alatt surolt teriilet =
= teriiletsebesség =

_dt_ f ~ A—f = allando

@;@‘
AR A = — =
i\ dt At
a Fold sebessege legnagyobb P-ben
(januar 3-an), legkisebb A-ban




- 1 — — rr 14 4
f =—7xv merodleges a palyasikra
2
— A teriilete = 2a'bsiny, + irdny a jobbkeéz-szabaly szerint

—
.

ha adott a tp.-ra (bolygora) haté erd — menny1 f
valtozasi gyorsasaga ? :

d_f_hm 1 (F+AD)X (T +A0) - FxV]
dt 4o 2 At

1 |. AV Ar . ArxAv I . - 1
= lim —-| T x + T xV+ = —-[rxa+\><+0]:_
At—0 2 At At At 2 ;
P
vektori szorzatot derivalva : a=—(N.II =_— 1T
ﬂ m( L) 2m
ifzi(lfxfszli(fx?)z
dt dt\ 2 2 dt =
L IXV+IXV —l(§x§+fx5)—lfx5 VagYiS . = : IxF
2 2 2 " dt 2m



—

Vagvis : SN IxF
gy1s - dt 2m

—_

F aNap felé mutat, igy ¥ || 7 — #xF=0 — f = 4l

R

f 1ranya 1s const. — a palya sikja 1s allando

ez éppen Kepler II. torv.

centralis ero = a tp.-ra hato erd hatasvonala mindig
atmegy a koord.rdsz. egy adott pt.-jan (pl. a Foldre
hato grav. er0 mindig a Nap fel¢ mutat)

!

igy Kepler II. masképpen : centralis eré hatasa alatt
mozgo tomegpont teriiletsebessége allando



egyuttal megkaptuk az impulzusmomentum tételt
tomegpontra :

[iltf : fxle} — i[Zm-fj:i(fme/)zi(fxf)):fxf::M

2m dt dt dt /
L=7x P
— g v
dL -
perdiilettétel : S
dt

ebbol visszakapjuk a perdilletmegmaradast :
ha M =0 — L = 4llando
(pl. centralis eronel)



perdiilettétel pontrendszerre :

tp.rdsz. perdilete = az egyes tp.-k perdiileteinek

0sszege :

L=YL,
dL _dL, )
. — =
az egyes tomegpontokra : dt dt
AL o N AN dL
—=M,+M,, + M5 + el o} ¥
dt 1 12 13 i > M.
L, - - -
d_t2:M2 + My, + My, +...
/ stb...
kulsd forgatbnyomatekok (mint impulzustétel)

belso forgatonyomatekok



zart tp.rdsz.: VM. =0

ha még a belsd erokre F.. = -F.. (N.IIL.torv.) mellett az
i1s teljesiil, h. k6zos hatasvonajluak akkor M;; = -M;; 1s

teljestil /

d—L:zMzo
o
L = allandd

vagyis zart tp.rdsz. teljes perdiilete allando

pl. : naprendszerre 1gaz
pontszerl, elektromosan toltott testekre 1s 1gaz

de :



nem zart tp.rdsz.-re hatnak kulso forgatonyomatekok :

dL —
M.
dt R

ha a belsO forgatonyomatckok nem ejtik k1 egymast
paronként : pl. egymasra - magnesek, ekkor nem
centralis erok a belsd erok

. p |
2797 — 1d késobb...

A@ L

fu



pl. : fondlinga még egyszer :

/ perdiilettetel )

. " - - . F\ (kényszererd
—t =M cS L= ‘L‘ =m:- f -V ; V — E(D k=£-sing = kOteIerO)
imév=£m€-€w=m€2d—w=m€2¢:M m-g

dt dt dt j (szabaderd)

M 2‘1\7[‘ :—m‘g‘-m-singo:—mg-k

/

—

mézéb:—mg-fsinga

’

ugyanaz a diff. egyenlet, mint amit korabban kaptunk
a N.II.-n¢l !

(megoldast 1d. ott)



pl. : bizonyitsuk be Kepler III.-t :
(a bolygopalyak nagytengelyeinek kobel ugy aranylanak egymashoz,
mint a keringesi 1dOk négyzetei)

E .., = allando — napkozelben ugyanannyi, mint
naptavolban l

1 1 1 2¢
Em(vl2_V22):mM{a—c_a+c}:7mM 2 _¢?
_

+ feliiletsebesseg allando :
~T = ellipszis teriilete osztva teriilets

keringési 1d0

T _ abr — _ 2abr
;(a —C)v, (@a-o)T

- abr _ 2abrr
1 (a+c)v, (@+o)T




142’b°7z°| 1 1 2c
P (a—c)* (a+c)?

7

—~—

4ac(a?-c?)?
és ellipszisre :  b? = a*-¢?

I

2 _ LM = dllands

T® 4rx L
Kepler III.




merev test egyensulya, forgatonyomateék :

egyensulyban van < > nyugalomban van
v =all. v=_0

| I

ZE =0 — de foroghat! — ZMi — 0

ahol M = forgatonyomaték
o
J = ,,forgato hatas™

> M=ero x erokar = Fr
ﬂ ~ K tengelyre vonatk. !!
- .l M =ixF



tengely koruli forgas :
pl: ajtd nyitasa

csak akkor van forgas, ha
F hatasvonala nem megy
at a tengelyen

M, =F-k
erc’Skar—J

rogzitett teng. korul forgd merev test a tengelyre merdleges
sikban hato er0k eseten akkor van egyensulyban, ha a teng.-
re vonatkozo forgatonyomatekok algebrai 0sszege nulla



rogzitett tengely, tengelyre vonatkozo
forgatonyomaték :
egyetlen F er0 hatasara akkor ¢s csakis akkor jon forgasba,

ha F-nek van a tengelyre - komponense ¢s hatasvonal nem

- megy at a tengelyen

' az okozott f nem egyertelmu :
F'
— | Z ugyanakkora, ugyanolyan
i iranyu er6 masként forgat, ha

hatasvonala messzebb van a
tengelytol

nagysaga :
M_=kF

3 | . Xy

J{
b3
by
i
H]

1
at



forgatonyomatek eldjele :

k F M, pozitiv

-k F

M, negativ

L
IF,haC%,,F
,ha*’;};l
xF —
F

pl. ;. kétkart merleg, lipityoka,
benzinmotor, fogaskerek,
hengerkerek, ...



(a jobbra ¢s balra forgato
nyomatekok 0sszege egyenlo)

teng. koriil forgathato testek il
egyensulyban vannak, ha : 1111

terfogati er0k forgatonyomatéka:

2 M, =24G; -x; =2g-Am; - X; = g- 2 Am; Xy = g-m- Xy,

1 1



pl. : vsz. teng. korul forgathato test hogyan all be
egyensulyba ?

ha a tkp-ban van felfiiggeszztve, akkor a sulyero

forgatOnyomateka a tkp.-on atmeno vsz. teng.-re nézve nulla

pl. : a fonal megvaltozott irannyal, de azonos
nagysaggal tovabbitja az egyik végére hato erdt :

@




emelO-tipusu egyszeru gepek : emelo, csiga, henger-
kerek, fogaskerek- €s szij attetel (pl. sebesseégvalto)

pl. : karos merleggel tomeget mertink :

m,; g, = m,gl, == m,{, =m,,
egyensuly esetén:
ha a karok egyenlOk, akkor a tomegek 1s egyenldek

a sulyarol nem tudunk biztosat, mert az fugg a
foldrajzi helytdl !!!

mereyv test egyensulyanak altalanos feltétele,
pontra vonatkozo forgatonyomaték :

ha a merev test egyetlen pt.-ban van rogz.ve, akkor
egyetlen koncentralt er0 hatasara akkor marad
egyensulyban, ha a hatasvonal atmegy a ponton



ekkor az erOnek tetsz., a forgasponton atmernd teng.-
re vonatk. forgatonyomateka nulla

elmozdulas, ha F hatasvonala atmegy a
eréhatis 7 forgastengelyen (erdkar = 0)

T elfordulas, ha nem megy at (van
erokar)

ha tobb erd hat == egyensuly van, ha az erdk
forgatbnyomatékainak eredoje
nulla >

ez tomoren megfogalmazhato a pontra vonatkozo
forgatonyomatck vagy forgatonyomaték vektor
segitsegevel :

—

M =FxF



az M =T7xF vektor komponensei az egyes
tengelyekre vonatkozo forgatonyomatekokat adjak
pl. a z-tengelyel parhuzamos komponense:

, M, =7, xF
ennek nagysaga: 20Xy Ty

M, = ‘MZ‘ =T1,, " Fyy sina =k-F =1, -F,,
M, a z-teng. irinyaba mutat, ha
I,,» Fyy €S a z-teng. ebben a
sorrendben jobbsodrasu;

¢s ellentétes 1ranyu egyebkent

skalarkomponensekkel:
M, =xF, —yF, = 5

(hasonldan a tobbi komponens 1s) 7 2|




ha M = 0, akkor barm. irdny( teng.-re vonatk. vetiilete
isnulla = Vire M. =0(0=%,Yy, z)

l

rogz. pont kortl tetsz. forgathatdo merev test
egyensulyanak szikséges ¢s elegseges feltetele:

a testre hato kilso er0knek a forgaspt.-
ra vonatk. ered0 forgatonyomatéka
nulla legyen : SM. =YF xF =0

espersze F__ .. =01s!

eredo

egyensulyban van;
Vv F-t tuadunk mémi —




egyensulyban van; V F-t tudunk meérni :

nincs kényszerekkel eloirt
forgaspont v. tengely, de

ZMi :Zi:ixl_‘:}i :O

ekkor 1s 1gaz, mert ha a
testre hato eroknek vmely
O pt.-ra vonatk. > M. =0

akkor barm. mas O' pt.-ra vonatk. > M, =0 is telj.

bizonyitas: HF




milyen erOvel nyomja a rad a tamaszt €¢s milyen
erovel huzza a kotelet?

eropar, koncentralt forgatonyomaték :
—_— F
_fe—— 2F=0



SYF=0 = csak forgatonyomatéka van (csak
forgatni tud)

az eropar forgatonyomateka V pontra ugyanannyl
M—rle +1‘2><F2 —rle + 1, X ( Fl)—rle r2><F
—(r1 _rz)XFl =T xF, =T, xF,

anagysaga : M = ‘1\7[‘ =F-k 1rdnya: jobbkézszabaly



isik pl. :
Masix p magnestli homogeén magn. térben elfordul

de a magn.tlire hato forgatonyomatekot nem lehet
felbontan1 erOparra: ha a magnestiit ketevagjuk, akkor
megint nulla eredd erdt €s veéges forgatonyomatekot

kapunk

a magn. tolteseket nem lehet szetvalasztani, a
magnestll V kis darabjara 1s csak forgatonyomaték
hat, nem pedig erd W

= koncentralt forgatonyomaték
(nem lehet erOparra visszavezetni)

pl. a torzi0sszal 1s csak forgatonyomatékot fejt ki a
raakasztott testre



erorendszerek ekvivalens helyettesitése

1Smétles:
térfogati erok
feluleti erok

vonalmenti eloszlasu erdk
pontban koncentralt er0k

merev testre haté erék —

e térfogati erok: a teljes térfogatban hatnak, a ,,terek” altal kifejtett erOk (gravitacio,
elektrosztatikus, magneses erdk). Ezen beliil a tomeggel aranyos a tomegerd
(grav. €s nehézségi erok)

« feliileti erok: rovid hatotav., feliileti €rintkezeés utjan fejtik ki hatasukat
(keényszererdk, surlodasi erd, kozegellenallas)

* vonalmenti eloszldasu erok: 1gen kis feliileten (vonal mentén) érintkezd testek
kozott (pl. kés €le)

» pontban koncentralt erdk: igen kis feliileten (egyetlen pontban) hato rovid
hatétav.-u erdk.



tamadas pont: a testnek az a pontja, ahol a pontban koncentralt erd hat
(,,érintkezik™ a testtel)

hatasvonal: a tamadasponton atmend, a pontban koncentralt erd vektorral
parhuzamos egyenes

B

erorendszerek redukalasa, osszetevése:

ckvivalens helyettesites = a helyettesito eronek ,,ugyanaz a
hatasa”, az er6 egyenl0 az erérendszer eredojevel ¢s a
forgatonyomateka Isugyanaz =—> hatasara a merev test
ugyanugy fog mozogni

1. pontban koncentralt erd helyettesithetd ugyanolyan iranyd, nagysagu ¢€s
hatasvonalu erdvel
[hétkoznapi nyelven: pontban koncentralt eré a hatasvonala mentén eltolhato|
(nem valtozik a merev testre gyakorolt hatasa: se a tkp. gyorsuldsa, sem a
forgatonyomateka)



2. 2 ero ereddéje: két koncentralt erd helyettesithetd egy olyan erdvel, amely a 2 erd
0sszege ¢s amelynek tdmadaspontja a ket eredeti erd hatdsvonalainak

metszeéspontjaba esik




2/a. tobb ero eredoje: a merev testre hato tobb erd helyettesithetd egyetlen pontban
koncentralt erdvel. Az eredo erd hatdsa ugyanaz, mint a tobbi erd egyiittes hatasa

tobb erd ereddjét az eldz0 pont szerint lehet megkereseni, 1épésrdl 1épesre, de ez
az eljaras nem hasznalhato parhuzamos vagy kitérd hatasvonalu erdk esetén



3. parhuzamos erok eredoje:

ellentétes irany1, egyforma nagysagu, kozos hatasvonala erdk ereddje: 0

l -

barmely erdrendszerhez hozzaadhatunk egy F é —F segéderdkbol allo rendszert

F,"és F,' ered0jének
megszerkesztéschez
felhasznaltuk a 2.
szabalyt

eropar eseten nem hasznalhato !



parhuzamos, egyiranyu erok ereddje:

parhuzamos, nem kozos hatasvonalq, ellentétes iranyt, egyforma nagysagu erdk:
eropar



koz0os pontban hato, tetszdleges 1ranyu erokbol allo
erOrendszer mindig helyettesithetd egyetlen, pontban
koncentralt erovel.

erOparnak nincs ekv. eredgje, csak
masik erdparral helyettesitheto :
ugyanabban a sikban fekvo |
erdpar, ugyanolyan forgasiranyu
¢s k'F' = kF ”

legaltalanosabb erorendszer ekv. helyettesitheto egy

er6esavar-ral = 1 erépar + 1 ra -+ erd
nem kozos pontban hato, tetszoleges iranyu erokbdl allo
erOrendszer mindig helyettesitheto egyetlen erOcsavarral

sulypont :
keressuk a test sulyanak (térfogati erd!) ekv. ereddjet



vizsgalt test

X €s 'y teng.-k a vsz. sikban,

a testet kis Am, darabokra bontjuk, az i1-edik db
sulyanak forgatonyomatcka a 3 tengelyre :

12

az eredo forgatonyomaték komponensei :

M, =-g2Anyy;, M, =g2Amyx;, M,=0



az ekv. ered0 = G = m'g, ennek forgatonyomateka :
M, =-gmvy,, M, = gmx, M, =0

N\ .

az ekv. eredd keresett tamadaspontjanak koord.-1

XX Am, 2. y; - Am;

X o Ys T
m m

z, hatarozatlan marad, ami termeszetes, mert az ekv.
eredd hatasvonalanak V pt.-jaba helyezheto

ha a testet mas helyzetbe hozzuk, az ekv. eredo
hatasvonala mas lesz == a testnek vegtelen sok
sulyvonala van

ezek egyetlen pt.-ban metszik egymast, a tkp.-ban =
sulypont



ha a test nem tul nagy, vagyis a térfogatan beliil

g nagysaga ¢s 1ranya mindenhol egyforma, A, Ams
akkor a grav. er0 helyettesitheto a test tkp “ban Amy L iy
hato egyetlen (pontban koncentralt) er6vel: A ] Am,
n : v
G=2Am;-g=m-g G=mg
i=1

sulypont: az a pont, ahol a neh¢zségi erd koncentralt ereddje
tamad (homogeén grav. térben egybeesik a tkp-al)

sulyvonal: a pontban koncentralt nehézségi erd hatasvonala
(mindig figgdleges), atmegy a sulyponton:

PN

sulypont meghatarozasa:

e kiserletileg
G=m-g . ,
YG=mg szerkesztéssel

sulyvonal sulyvonal

pl. : test (vonalz0) sulypt.-nak megkeresése felfliggesztessel



tomegpont impulzusmomentuma : L=rmv (=r1p)

=, forgasi impulzus” ( L=txp )
perdilettetel : % =YM=0

L =alland6 = periiletmegmaradas

—

ha a tp. korpalyan mozog: v=aoxrt
L=m-TxVv=m-Fx(&XTF)=mr’®d
ekkor a perdiilettétel : L=mr’f =M

(analog a tp. mozgasat leiro N.I1.-vel)

az mr? mennyiség ,.felel meg” a tomegnek:
“— tehetetlenségi nyomaték: © = mr?

tengelyre vonatk.-va: M, = @B,



perdiilettétel pontrendszerre :

tp.rdsz. perdilete = az egyes tp.-k perdiileteinek
0sszege :

Vo
dL _dL,)
. —=2
az egyes tomegpontokra : dt dt

dL, o < ¥ dL
— =M, +M,, + M, +...
dt 1 12 13 >

dt
stb... )

||

<
(\®]

_I_

<
o

_|_

<
0

_|_




palya- és sajatperiilet :

a perdulettetel attekinthetobb
alakba irhato, ha a teljes perdiiletet
ket tag 0sszegere bontjuk :

egyik a tkp.-ra vonatk. perdulete, a
masik pedig a tkp.-nak az eredeti
pontra vonatkozo perdulete \__~

f=f 4T — V=7, 47, tkp.
L=t xmyv,=m;-(f, +5 )x (V. +V; ) =

- /)
~

a tp.-nak a tkp.-ra vonatk. perdilete _J



a teljes perdiilet =
L= Zii =T, X(Zmi)ffc +1, meiT/i' +(Zm-f')>< V. +3F xm.V.

=1 s
m 0 0
I t
> m;v; > My,
’ m

a tkp. sebessege 1ll. helyvektora a tkp.-hoz képest

L=rxm-v,+21 xmv;, :Lpélya+Lsajét

a perdiilettétel kiilon érv. mindkét tagra :
dL. g
m=—

L Xxmv, )=V, xmv,+T, xmi, =T, x 2 F,
dt dt 0
= a tkp.-ba, mint tamadaspt.-ba kepzelt kiilso erok

forgatonyomatekaval




dL;, d

Fr (Zr- Xm;V; )zZT/i Xm.V: +) I xm.a,

YT

0

ha F 4 oreas 7 0, @ tkp. gyorsulva mozog
a.' az 1-edik tp.-nak a tkp.-hoz r6gz. von.redsz.-beli
gyorsulasa azaz a tkp.-al egyiitt halado von.rdsz.-beli
gyorsulasa == techetetlenségi eroket 1s figyelembe
kell venni : ezek a tp.-k tomegeivel aranyosak €s
egymassal H -k, mint a nehézségi erd. Az ilyen
erOrdsz. ekv. ereddje a tkp.-n atmendhatasvonala
koncentralt er0, aminek a tkp.-ra vonatk.
forgatonyomatcka 0, igy

m;-d; =F, +YF, +F, -thelyettesitve oda

1#]
a teh. er0k forgatonyomatekai osszesen 0-t adnak, €s
felt. h. a belsd erok forgatonyomatékai 1s kiejtik egymast



dL, d

dt  dt L
igy marad :
dL, __. -
= T X
dt 2%
vagyis:

a barhogyan gyorsulo tkp.-ra vonatk.perdiilet valt.
gyorsasagat megadja a testre hato valodi kiilso
erOknek a tkp.-ra vonatk. ered0 forgatonyomatcka



mereyv test forgasa rogzitett teng. koriil,
a forgomozgas alapegyenlete,
tehetetlenségi nyomatek :

rogz. teng. = clegendo a perdulet teng.-iranyu
komponensevel foglalkozni

ez elég a merev test forgasanak
leirasahoz, ha a teng. iranyanak
megtartasahoz sziiks. kiilso
forgatonyomatck nem ¢rdekel
minket =  poOrgettytik

(1d késobb)

¥4

legyen z-teng. = forgasteng. /

—_ 2 -
Li,Z — Aml ° I'i’Xy -




—_ 2 -

1,Z 1 T1,Xy
nagysaga :
— 2 | = 2
‘Li,Z — Aml : I'i,Xy : ‘0)‘ — Aml : I'i,Xy Q)
skalarkomponense 3 ,
Li,Z — Aml . I'i’Xy : C()Z — iAIIll . I'i,Xy -

+, ha @ ¢s z-teng. 11, €s
- ha o ész 1]

X

ateljes perdiilet: L,=YL,,=Y4m; r, &

vagy a kontinuum-modell szerint a felosztast végtelenul
finomitva :

L, = lim (ZAmi-r- 2-(?)) (hm > Am. -1, yzj-ﬁ)z@-ﬁ)

“ Am,—0 bRy Am. —0

@ = lim Y Am, -t yzzjr- ’dm —/

Am. —0 LXY



L =0 -0

L =0-w, €S
O a test tomegeloszlasatol fugg
kisérlet : tomor ¢s uires karika legurulasa a lejton

—_—

=0 -w

hasonlit a haladé mozg.-nal def. lendulethez :
m — tehetetlenség

® — tehetetlenseg a forgo mozgésraz

® = tehetetlenségi nyomaték
(z-teng.re vonatk. teh. nyomatek)

mivel merev test rogz. teng. korili forg. eseten © =

allando
\(‘ (0 &)= @——@,B

= forgd mozg. alapegyenlete



pl. : tomor korong tehetetlenségi nyomatéka :

R O=YAm, r,’ =
r ' 1 _m=pV=pR¥h
AV=2rndrh (=dV)
= ZPVi 'ri2 = ZPAV'I}Z =

R R
" = [p-r’dV = [pr’2rnhdr = p2nth [r’dr =
v 0 0

4 R

R* R*> 1

0 .
m

r 2
=p2th-—| =p2nth-— —0=pR“"th-— =-—m
P 4 P 4 \p .2 2

RZ

tres gytiril : © = mR?, %omb 2/5mR?, £ hosszusagu
0

palca kp.-jara : 1/ 12me3 és végére 1/3me2, stb. .



® = a forgato hatassal szembeni ,,ellenallas™,

tehetlenseg meértcke
( mint a tomeg a mozgato hatdssal szembeni tehetetlenseg mértéke )

Steiner tétele: @, =@, +m's? S
| = tkp.

a K-koord.-rdsz. z-teng. essen
egybe az Uj forg teng.-el, az x-
teng.-e menjen at a tkp on (—a
forg.teng az abra sikjara 1)

a K' koord.-rdsz. origoja pedig essen a tkp.-ba €s teng.-1
legyenek H a K teng.-1vel.

ekkor V Am, tomegpontjanak az 0j €s a régi tengelyektol mert
tavolsagai kozott




_ 2 2 _ 2 2 _
2 =x72+y?=x"s) +y"”=
S o) ) ' 2 —
=r;'2 + 2sx,' + 52

Osszefliggeés olvashato le

l

Z Xl "Ami

= a tkp.-nak a tkp.-t6l mert

M x-koord.-ja === nulla

—_ O, =0, tms*igaz



az impulzusmomentum megmaradasa forgasnal :

kisérlet : forgozsamoly sulyzokkal < piruettezo
_ korcsolyazo

G,

29 M=0 — @o-=Aill.

) Bsszehizza a karjait = © csokken

Z

o novekszik !
®, > O,

es forditva

/l



kisérlet : forgozsamolyon 1l6 ember forgd bicikli-
kereket kap :

kezdetben nyugvo zsamoly + a keréknek
felfelé mutato perdiiletvektora van

- tovabbra 1s nyugalomban marad
de ha a kerek tengelyét 180°-al elforditja, a
zsamoly fogasba jon
ha visszaforditja a kereket, megint megall

ertelmezes :
perdiilletmegmaradas :

Lyerd = 0101 =L, =

vég
= (®2+m152)a)2 -0,(o, - w,)

valamint : tornasz a nyqjton, f6ldon v. forgo-
zsamolyon 1l6 ember forgasba tudja hozni magat



fizikai inga :  korabbanvolt: _,. . |_©

m-g-s
)
" erre a teng.-re a forgd mozgas alap-
egyenlete :
tkp. 1\;[ - Of
M = -mg-s-sin@

O -f=—-mg-s-sSInp~-mg:S-Q

@.gb:—mg.s.gp

@ = @, -sin(ot + ) ahol w:\/m-@g-s

T:2_7z:2ﬂ\/ ©
0, m-g-s




torzios inga :

Ll

M = -k

\ hasonloan az elobbihez

\VM

T:27z\/§
k

részletesebben : 1d. a mechanika labor jegyzetben...




merev testek sikmozgasa :

sikmozgds === 3 szab. fok == az elmozdulas 3
adattal me_%adhato pl. a szogelfordulassal ¢s a tkp.-

nak w-ra — 2 elmozdulaskomponense¢vel :
may, = F,
may,, =k,
OB, =M,

vagy pedig :

a pillanatny1 forgastengelyre nézve :

®O.Bz — MO,Z




gordulés, gordulesi ellenallas :
v,a halad — N.II. :

F-F,=ma
forog — forgd mozg. alapegy. :
F'R=0P
€s : qQ = RB

tapadas vagy csuszas

l

tiszta gordules vagy csuszva gordules

vagy pedig a pillanatny1 forgastengelyre n¢zve :
HEF !



a gorduleés a valosagban :

ott behorpad =
gordiilési ellenallas

gépjarmuvek haladasa :

V >

a tapadasi surlodasi
er0 viszi elore a kocsit !




pl. : a) perdilettétel-lel:
z-teng.-re vonatk. teljes perdilet=

L_=m,Rv,+m,Rv,+O0=

}, =(m,R**+m,R*+0)w=
/ mR =(m,+m,+0O/R?)oR?
’ a kiilso erok forgatonyomatékanak
\\/ z-komponense=
m, =M,=m, gR-m,gR=(m,-m,)gR
[E — a perulettétel szerint:
m,; g M2 (m,-m,)gR=(m,+m,+®/R?)BR?
' és a=Rf} —
m,g l
m, —m, idealis csiga esetén m;, —m,

a=g - a=g 5



a) a dinamika alaptorvényevel: o

m, test:  m,a=-m,g+F,, ’ ﬂ
M test:  OB=F,R-F R l o R F,
1
kényszerfeltetel: a=R[3 g |m,
1
|
l M, g

ugyanaz a megoldas adodik

ha 1dedlis csiga = F, =F,,



csapagy-kényszererok, szabad tengely :

[ L1=L2:‘flXf’l‘:‘fzXﬁz‘:m'rw:mrzcosa'w
K,
Sm L=L,+L,
Ll
L=0,+0, | \ az L egy o szogli kip mentén

m g
\ ) korbejar
LN S perdiilettétel szerint ehhez allando

’ forgatonyomatek kell :

Lo a z-teng. €s a szulyzo altal
U—&,  megszabott sikra -~ iranyu
ilyen forgatonyomatekot (erOpart) a csapagyak altal
kifejtett kényszererok tudnak kifejteni

ha a salyz6 4 vagy ‘ a teng.-el, akkor a kényszererdok

eltinnek === szabad tengelyek
atmennek a test tkp.-jan



forgasszimmetrikus homogen test szimm.-teng.-1
egyuttal szabad tengelyek 1s
a szimm.teng. koril megporgetett ¢s eldobott test
repulés kozben 1s megorzi a tengelyiranyat

pl. : diszkosz, megporgetett pénzdarab

kisérlet: fonalon megporgetett testek, lanc

porgettyu :

egyetlen pt.-ja van rogzitve, e kortil szabadon
elfordulhat V¥ 1ranyban (a teng. fuggoleges)

eromentes porgettyu :

a testre hato kulso erok forgatonyomatcka a forgaspt.-
ra n¢zve 0

pl. : ha a testet a sulypt.-jaban tamasztjuk ala, vagy
ilyen a szabadon eso ¢s forgo test 1s



ha egy erOmentes porg.-t ugy inditunk el, h. ® H
vmelyik szabad teng.-el == © 1s ¢s a forg.teng. 1s

allando lesz | |
stabil a forgas a legnagyobb ¢s legkisebb tehetetlensegi

nyomatéku tengely kortil;

labilis a forgas a kozépso tehetetlensegl nyomateku tengely
kortil

ha nem = forgatonyomatck kellene az allando
teng.-hez == a forg.teng. nem lesz allando

pOrog a szimmetriatengelye kortl (szabad tengely) €s
a tengely 1s ,.korbejar” — nutacio
porgettyll mozgasa forgatonyomatck hatasa alatt :

ha a porgettyll nem a sulypontjaban van alatamasztva :
a sulyerOnek forgatonyomateka van 4



kisérlet : megporgetett biciklikerck madzagon

a tengely ,,korbejar”
a vsz. sikban

l

precesszio

porgettyl alkalmazasa: pl. porgettytlis iranytt



a perdiilet megmaradasa utkozésekben :

1d. a gyakorlaton...



Goly6 dobozban

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.



Rugalmas egyenes utkozés 1.

Z
W

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.



Rugalmas egyenes utkozés 2.

Visszalépés: «—

p
<

ms

||

Kilépés: Esc.



Rugalmas egyenes utkozés 3.

</

Visszalépés: «—

p
<

ms

||

Kilépés: Esc.



Rugalmas ferde utkozés 1.

.
4

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.

ms



Rugalmas ferde utkozes 2.

Vi

Visszalépés: «—

.
4

Kilépés: Esc.

ms



Golyo6 rugalmas utkozése ruddal

v.=0
2 u,

Visszalépés: «— Kilépés: Esc.



munkatétel merev testekre :
1 L. .
E oze = 2 Eimorg = ngiviz = a tp.-k mozg. energiainak 0sszege
Wi =2 W, =X E 4t = a tp.rdsz.-en végzett munkak dsszege

a munkatétel szerint W, =E.., ~Eeq

csakhogy a belsd erdkrdl alt.-ban nem tudunk semmit
de merev testeknel egyszerisito felteveéssel €lhetiink :



ha a tp.-k kozott centralis erOk hatnak = a belsd
erok 0sszes munkaja nulla, mert

* a tp.-k egymashoz képest nem mozdulhatnak el;
 vagy ha az elmozdulhatnak, akkor az elmozd.-k
ellentétes 1ranyuak €s egyforma nagysaguak, igy az
egyik altal a masikon €s a masik altal az egyiken
vegzett munka egyenlo nagysagu, ellentetel elojelu
 vagy ha forognak, akkor mindkét munka nulla

tapasztalat szerint
a belso erok figyelmen kiviil hagyhatok

a kiilso erOkre: V erdt a tdimadaspt.-janak elmozd.-val
szamolunk

de sok er0 eseten ez bonyolult

l

n¢zzik a rogz.teng. koril forgd merev testet :



rogz. teng. korul forgd merev test :

kis A@ forgasszoghoz tartozo elmozd.
Ar = AT ; az er0 elmozd.-iranyu

komponense = F,=Fsina,—a  foyg.teng. No.
vegzett munka = W = (£)F Ar = | / -
()FsinacApr, = (£)Fr sincAp=* |\ °

M

* = (:|:)M A(P (T a forg.t. V pt.-jabol hiizott vektor, r, pedig a teng.-t61 - hiizott

T

+, ha M értelme megegyezik a szogelford.-val
de ez kifejezheto igy 1s:  w — np. 4 7

vagy : W =M Agp, ahol M, az M -nak a
szOgseb.-1ranyu komponense

vagy vektorosan : W =4i-F=(4¢x7)-F=4¢-(FxF)=45-M



ha tobb ero hat a testre :
W=3W =M, 45)=3(

—_

alt.-an, ha nem csak egy rogz. teng. korul fordulhat :

— hanem halad ¢s forog :

az F. er6 timadaspt.-janak elmozd.-t a korabbiaknak megf.-en
felbontjuk a tkp. elmozd.-ra ¢€s az e koruli forgasra :

At = A1, + Apx 1
a kiilso erdk altal Vegzett munka ekkor i’

W=YA4% -F =Y A% -F + Y (4px L) F, =
- i, -SF +ZA¢(ri XE, )= - 4%, + M, - A
= a tkp elmozditasara forditott munka + a tkp korili
elforditashoz sziikseges munka

sikmozgas eseten : W =F Asy  + My, A

tkp,o



a forgo mozgas kinetikus energiaja :
rogz.teng. koruli forgasra :
egy V pt.-janak sebessége =v. =r1,,-®

T
I (a forg.teng.-t8] L huzott helyvektor)

1 1
Emozg,i — EAmiViz — EAmirilza)z
1 2 1 2 1
Emozg,teljes — ZEmozg,i — EZ(AmiriJ_ a)Z ): E(Z Amirij_ )502 — 500)2
1
Eforg — 2@ . (DZ — Em =;III-V2

pl. : gordiilés = haladas + rogz. teng. koriili forgas :

1 1
E =2m-vtkp +2®tkp-oo2

m



a munkatétel igy g _ %@6%2 —%@a)lz =W =M, -A4¢p

mozg

alakba irhato

altalanos elfordulasra :

a tomegpont elmozd.-t felbontjuk a tkp. elmozd.-ra ¢s az e
kortli forgasra: At = Af + AGx T’ V. =V, +@XE,’

a tp. mozg. E-ja =
1 1 1
E : :Eﬁmivizz—AmV 2+2Am ru a) +V (a)XAmlrll)

mozg,i
mozg,teljes — Z Emozg i~ /

(ZAm V. += (ZAmlrlL'z)coz+ch(a3x2Amifi')
m C 0 —

> Am.1.' = mt." atkp.-bél a tkp.-ba mutat6 helyvektor = 0

E




(ZAm )V +— (ZAmlru'z )602 :lmvc2 +l@a)2

E
2 2

mozg, teljes —

1 1
E =2m-vtkp +2®tkp-co2

f
halado mozg. forgd mozg.

a munkatétel erre :

AE o, = %mvczz —%mvcf —w=FA& [EF) )

a munkatétel az egészre :

a testre hatd 0sszes erd 0sszes munkaja megadja a test teljes
kin. E-janak megvalt.-t

1 1 1 1 L
AE, =—mv_,’ —Emvclz +5@a)22 —5@@2 =W =F- AL, + M _4§

no2




AEmOZg — lIII\/CZZ - lIII\/Clz — — :_F: : Afc éS
2 2

1 1 1 | . )
AE_ =—mv,’ ——mv, +—0w,” ——Ow," =W =F-Af, + M_Ap

no2 2 2 2 ’ :

l

1 I L .
AE,,,, =5@a)22 —5@6012 —M. A5 M, =3M_,]

C

vagyis a tkp.-ra vonatk. forgatonyomatékok munkaja a tkp.
kortli forgas kin. E-janak megvalt.-t adja



egyszeru gépek : korabban mar volt !

kisebb erdvel (erdlkodéssel) tudjuk ugyanazt a
munkat elvegezni

pl. : lejtd, emeld, €k, hengerkerék, csigak, stb ...

allocsiga, mozgocsiga, csigasor
pl. : egy 100 kg tomegli nagy ladat 1 ember egyediil

akar feltenni 1 m magasra w
‘\;»s




emelo : lFl ' F, M, I:M2
F,r,=F,r
r . T 1Ty R )
F, <<k,
g
hengerkerék :  (pl. kerekeskut)
ek : pl. : balta : R
miert konnyebb nagy fatuskot
.fejjel letele” szethasitani ? G
csavar : Fr=F'R = F'<<F

= specialis lejtod



egyensulyi helyzetek :

O O

stabil indifferens labi

4

1l1s

y

metastabil

hogy lehet eldontent, h. milyen egyensuly1 helyzet ?:

1gen kicsit k1mozd1tjuk ¢s megnezzuk, h.

visszater- e

- virtualis munka elve

energiaminimumra torekszik

pl. : merre konnyebb feldonten1 egy tamlas szeket ?

miért?



